XIV. Der zentrale Grenzwertsatz

Definition :

Eine beliebige Zufallsgro3e mit dem Erwartunswert (L und der Standardabweichung ¢ heif3t an-
nihernd normal verteilt, wenn fiir ihre Verteilungsfunktion gilt

Hm:mxsmzq%%)

Beispiel :
Experiment : Werfen eines Laplace-Wiirfels

Zufallsgrofe Augenzahl : X

X 1 2 3 4 5 6
P(X = x) 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
Strichdiagramm :
[}
E(X) = 3,5

Var(X) = 35/12

|

Offensichtlich ist die ZufallsgroBe X nicht normalverteilt.
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Experiment : Zweimaliges Wiirfeln

Zufallsgrole Augensumme : X = X + X, mit X : Augenzahl beim i.ten Wurf (1 <i<2)

X 2 3 4 5 6 7 8
Realisierungen 1 2 3 4 5 6 3
P(X= x) 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |8 |5 usw.
36 36 36 36 36 |36 36
Strichdiagramm :
A
" Var(X) = 35/6
1/6 |

L ‘ || _
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X

Erwartungswert : E(X) = E(X;)+E(X,) = 2.E(X;) = 235 =7

Varianz : Var(X) = Var(X,)+ Var(X,) = 2-Var(X,) = 2-% = 3_65

Summenwahrscheinlichkeiten :

2 3 4 5 14
< < - —_— =
PB3<X<6) = _36+_36+36+36 36 = 38,89%

Annédherung durch Normaverteilung :

3 7- 05 6 7+0,5
R

Die Niherung wird mit wachsendem n immer besser.

P3<X<6) =

) = ©(-1,86)—P(-0,21) = 38,53%




Zentraler Grenzwertsatz :

Sind X, X,, ...., X,, auf dem gleichen Ergebnisraum Q definierte, identisch verteilte und von-
einander unabhiingige ZufallsgroBien, so ist ihre Summe X = X, + X, + ... + X, fiir genii-
gend groBes n anndhernd normalverteilt d.h.

PX<x)= Q(X—;E) mit @ = E(X) = n- E(X;) und o’=n- Var(X,)

Bemerkung :

Unter Bedingungen, die fast immer erfiillt sind, gilt der zentrale Grenzwertsatz auch fiir nicht
identisch verteilte Zufallsgrofen.

Beispiel :

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt man beim Werfen von 1000 fairen Wiirfeln
a) eine Augensumme unter 3485
b) einen Mittelwert von héchstens 3,51

c¢) genau die Augensumme 3500

Losung :
S : Augensumme
E(S) = 1000-3,5 = 3500

_ 35 _ 8750
Var(S) = 1000- D= 3

3484 -3500+0,5

e

3510-3500+0,5

a) P(S<3485) = P(S <3484) = ®( ) = ®(-0,29)=1-9(0,29) =

b) P(S <3510) = P(S <3510) = &(

) = ®(0,19) =

3500-3500+0,5 3500-3500-0,5

- o
s 0 By,

¢) P(S = 3500) = &(

) = 2.®(0,01) — 1=




Beispiel :

Wie oft muf3 man mindestens wiirfeln, damit der Mittelwert der Augensumme mit mehr als 90%
Wahrscheinlichkeit um nicht mehr als 0,01 vom Erwartungswert abweicht ?

Losung :
Mittelwert Augensumme
n =35 U = n3,5
e = 0,01 k = 0,0l'n

Bedingung : P(3,5n-0,01-n <X <3,5n+0,01-n) > 0,9
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