Amnalytische Geometrie

1. In einem kartesischen KoordinatensystemIRi%sind die Gerade

N 3 1 N 2 2
g: X =|-1|+ Al0|, die Geradeh:x=| 8 |+ W 1|,A, 4, aldR
7 0 -5 2

sowie die Ebene E durch die Punk(e—S | 1] 2) B(O | 3] 6) 06d4 5] 1) egeben.

a) K ist die kleinste Kugel, die g und h alsxganten besitzt. Bestimmen Sie den Mittel-
punkt M und den Radius dieser Kugel.

b) Zeigen Sie dass die Ebene E die Kugel sden& und bestimmen Sie den Radius des
Schnittkreises k.

c) Dieser Schnittkreis k ist die Grundflachees geraden Kreiskegels, dessen Mantellinien
Tangenten an die Kugel k sind. Bestimmends Hohe dieses Kegels.

2. In einem kartesischen Koordinatensystemllﬂ?és nd die Punkte

2-t -2

_’
A(2| —1|O) undC( 1]2] —11) sowie die Geradenschar x = | -1+3t| + A[J 1
-11t -2

a) Zeigen Sie, dass alle Schargeraden in &ibene E liegen und geben Sie eine Gleichung
dieser Ebene an.

b) Bestimmen Sie die Koordinaten des PuB(tbl | by | b3) uf dar Geradeg, so, dass
gilt :AB = 12 undb, < O .

c) Zeigen Sie, dass C auf einer Geraden dar3ielyt und berechnen Sie den Abstand der
Geradeg, ungj

d) Begrunden Sie, dass es einen Punkt @aubt, der zusammen mit den Punkten A, B
und C ein achsensymmetrisches Trapez fgstle

Bestimmen Sie die Koordinaten von D uncdbleichung der Symmetrieachse s dieses
Trapezes ABCD.

e) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Trapezes

Die Kugel K hat den Mittelpunlm( -8| -3| O) und den Raiu= 6[/—2



f) Begriinden Sie, dass k die Ebene E schneidet.
Wie grol3 ist der Radius des Schnittkreises

g) ABCDS ist eine Pyramide, deren Spitze Sdanfkugel k liegt. Berechnen Sie das
groRtmogliche Volumen, das eine solche mida haben kann.

undD(2| —1|3J gegeben.

a) Durch einen weiteren Punkt C wird das DreigBI> zu einem achsensymmetrischen
Trapez ABCD ergén{tAB] ist dabei die langlrebeiden parallelen Seiten.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes Czergkn Sie, dass die beiden parallelen
Seiten dieses Trapezes den Abslé_ad haben.

b) Das Trapez ABCD ist die Grundflache eineraRyide, deren Spitze der Ursprung O
ist. Berechnen Sie das Volumen V dieseafyde.

c) Zeigen Sie, dass der Mittelpunkt M \{aﬁrB} l2ich Umkreismittelpunkt des Tra-
pezes ist.

4. In einem kartesischen Koordinatensystem sindPdigkte

A(2|1|9),B(6| -115) uncH 2| -8 0}

und die Ebene

—> _3 1 1
E: x =] 0 |+ A[0| + pl2
0 1 0

gegeben. Ein weiterer Punkt Q entsteht duréagetung von P an der Ebene E.
a) Zeigen Sie, dal3 E die Symmetrieebene dekt®unund B ist.
b) Berechnen Sie die Koordinaten von Q.

c) Begriinden Sie, dass man ein ebenes Vierdakiah nicht Gberschneidenden Seiten er-
halt, wenn man die Punkte A, B, P und @enReihenfolge AQPBA verbindet.

Fertigen Sie eine Skizze an, welche die ldigees Vierecks zu der Ebene E erkennen
lasst.



d) Berechnen Sie die Innenwinkel des ViereckB (auf Grad gerundet).

Der Punk8(0| -4 5) liegt auf der durch das Viereck BYestimmten Ebene (Nach-
weis nicht erforderlich).

e) Zeigen Sie, dass der Punkt S folgende Ederfishat :
Er hat von A, B, P und Q die gleiche Enttarg.

f) Begrinden Sie, dass alle Punkte mit derdiflalifgabe 3. a)angegebenen Eigenschaft auf
einer Geraden liegen.

g) Liegt S innerhalb oder aul3erhalb des Viese®®PB ? Die Antwort ist zu begrinden.

. In einem kartesischen Koordinatensystem sincPd'mideA(l | 2| 3) B(S [O] —1) und
D(— 1]6] —1) gegeben.

—> —>
a) Zeigen Sie, dass die Vektors il adafaier senkrecht stehen und gleiche Be-

trage haben.

b) Bestimmen Sie die Koordinaten eines weitétanktes C so, dass ABCD zu einem
Quadrat wird. Berechnen Sie auch die Kimateén des Diagonalenschnittpunktes M.

[zur Kontrolle : I\/(2| 3| - 1)}

c¢) Durch das Quadrat ABCD und den PLE(KH 7] 1) irt @yramide mit der Spitze S
gegeben.

d) Weisen Sie nach, d%BMJ die H6he der PyraisidBerechnen Sie den Rauminhalt
der Pyramide.

e) Welchen Winkel (auf Grad gerundet) schltdi@tSeitenkant%SA} mit der HGESMJ
der Pyramide ein ?

. Gegeben sind in einem kartesischen KoordinamalsydeR3 die Gerade

-1
+A 2 | AOR, und die Punka(3|-22) unB(5|-6|-2)
2
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a) Bestimmen Sie auf g den den Mittelpudkt neeKugelK; durch A und B. Berechnen
Sie auch den Radius  dieser Kugel.

b) Bestimmen den Mittelpunk, 0 g und den Radiusiner KugeK, , di&; und die
X1X, -Koordinatenebene von oben berthrt.

Stochastik

1. Der Schachweltmeister spielt 20 Partien gegeeneSchachcomputer. Seine Gewinnwahr-
scheinlichkeit betragt 20% und mit 55% Wahrsaaehkeit endet ein Spiel unentschieden
(remis).

a) Berechnen Sie die W'keit, dass mindesteabd, weniger als 13 der Partien remis
enden.

b) Berechnen Sie die W'keiten folgender Ereaigmi
A : Der Weltmeister gewinnt mehr als zwpiede, darunter auch das letzte
B : Der Weltmeister gewinnt insgesamt 4e§pidarunter genau zwei hintereinander.

C : Das Duell Mensch-Maschine endet mitey8n des Weltmeisters, 10 Unentschieden
und 6 Siegen des Computers.

c) Wie grol3 misste die Gewinnwahrscheinlichites Weltmeisters mindestens sein,
damit man vor Beginn der 20 Spiele mit mah 99,9% W"keit mit mindestens einem
Sieg des Weltmeistersrechnen kann ?

2. Eine Firma stellt elektronische Bauteile hem denen erfahrungsgemal 5% defekt sind.
Ausgeliefert wird der Serienartikel in Packunge je 100 Stlick.

a) Bestimmen Sie ein moglichst kleines, zumvdtungswert symmetrisches Intervall, in
dem die Anzahl defekter Bauteile einerik@ag mit mehr als 50% Wahr'keit liegt.

b) Wie viele Packungen muss eine Auslieferuingdestens umfassen, damit mit mehr als
90% W'keit mindestens eine Packung mit ktials zwei defekten Bauteil darunter ist ?

c) In einer Packung sind genau 10 defekte Bawtathalten. Berechnen Sie mit einer
Néaherungrechnung die W'keit, dass untertB@nmen Bauteilen genau 2 defekte sind.

Erlautern Sie Ihren Ansatz ! Wie bereclsielt die W'keit exakt ? Ansatz genugt !

LOosungen



1. a) Man stimmt die gemeinsame Lotstrecke der sahitfen Geraden g und h.
Als Lotful3punkte ergeben siElr(8| -1 7) LE‘QQS [11] 1) &, = /180 = 6[/?3

Damit ist der Mittelpunkt der KugM(8 5] 4) undrd?adiusSl/E .

b) Mit dem Ublichen Verfahren berechnet man Alestande den M von E hat.

Es ergibt sich der Wert 6. Dies ist kIeiaEBl/E_S. Also schneidet die Kugel die Ebene.

Wie in Aufgabe 2. f) ergibt sich fur dendias des ,
Schnittkreis der Wert 3.

Mit dem Hbhensatz im rechtwinkligen DreiedsD

D 3 3 Ebene E

2
ergibt sich als Hohe des Keg%s =15. 3/5 ¢

1. a) Die Geradeg, sind zueinander parallel.

N 2-t -2 2 -1 -2
Die Umformungg,: X =|-1+43t|+ A1 |=|-1|+td 3 |+Al1
- 11t -2 0 -11 -2

zeigt, dass alle Punkte der Schargeradenkhene E bilden.

N 2 -1 -2
Eine Gleichung der Ebene istdaBerx = | -1|+ol 3 |+ 10 1
0 -11 -2

I - -2
b)Esistgy: x =| -1+ A1
0 -2

Allgemeiner GeradenpunkB(Z—Z)\ | —1+A| —2)\)

- > —2\
VerbindungsvektohB = b—-a =| A
-2\



BedingungAB = 12 = A2+M°+4\% =144 = A= -40A=4

Eingesetzt ergeben sioBl( 10| -5] 8) LIBEQ -6 3| —8)

Wegerb; < 0 isB( -6]|3]| —8) der gesuchte Punkt.

c) Cing, eingesetzt :

1) 1 = 2-t-2)
(2) 2 = -—-1+3\
B)|-11 = -11t-22

(1)—(3)|12=2+10t — t=1
in(1)|1:2—1—2)\ —~ A=0

in (2)|2 = -1+3 (W)

Also liegt C auf der Schargeradgn

Aufpunkte vorg, und; P(2| —1|O) bzw. C( 1 2] —11)

— > — -1
Differenzvektor der AufpunktePQ= g - p =| 3
-11

s -1 -2 5
Vektorprodukt PQx v =| 3 |x| 1 |=120
-11 -2 5

— —>

.y _ OPOx vO _ |/5%+20°+5% _ _ 5/

= digyg) = —= = =1/50 = 5/2
Ovl [/ 22+ 1%+ 22




c) Cistder Aufpunktvog, .Dg uggd paradied, gibt es einen Punkt D agyf

dass ABCD ein Trapez ist.

7
- b=|-1| = BC=V59
-3

Allgemeiner GeradenpunkD(l—Z)\ | 2+A | —11—2)\)

-  —
a

—>
Verbindungsvektor AD = d -

Bedingung (- 1-20\)?+(3+A)?+(-11-20)> =59 = A= -2 0\ = -4

Moglich sinoDl(5 10| —5) untﬂ)z(Q |-2] —3)

— —
WegerAD, | BC |sID2(5|O| —5) der gesuchte Punkt.

Symmetrieaache ist die Verbindungsgeradé/ikkelpunkte der Grundlinien

—> 1= — -2 —> 1> — 3
m =3 a+ b|=]1 undmzzi c+d|=]1
-4 -8

N -2 5
Symmetrieachses:: x =| 1 |+ Vvl O
-4 -4

4
—> -
e)CD = |2| = CD=6 AlsoisGscp = 5 [12+6)5)/2 = 45/2
4
N 2 -1 -2
f) GegebenE: x = | -1|+0o0 3 |[+10 1 (Aufgabe a)
0 -11 -2

Allgemeiner EbenenpunkF(Z—G -2t| -1+30+T1| —110—2'[)

, SO



_, |10-0-2t

VerbindungsvektorMF = | 2+30+1
-1llo-2t
Bedingungen :
10-o-2t -1 10-o0-2t1| | -2
(1)| 2+30+T1 3 |1=0 (2|2+30+1 1(=0
-1lo0-2t| | -11 -11lo-2t| | -2

Das sich ergebende Gleichungssystem hatidiengero = 1 und = 5 . Dies ergibt
den Lotfu@punkF(—? I1] 1)

= MF=)1+16+4 = 3/2< 6)/2

—>
Abstand von M zu EMF =

P AR

Radius des Schnittkreisag2+MF? = ? = 12+18=72 = 1, =154=3/6

g) Fur das groRtmagliche Volumen muss nrals &pitze der Pyramide den "Nordpol”
der Kugel wéhlen.

Er hat den Abstami/—Z + 6[/_2 = 91/_2 von der Kugel.

GroRtmdgliches Volumen ist dard ., = %@5[/—29]/—2 = 270

Alternative :
-1 -2 5 1
Vektor senkrechtzu BE:3 |[x| 1 |=]20| =5
-11 -2 5 1
LotdurchMzuH:: x =| -3| + 4
0 1




Koordinatenform von E (einfacherer Schmiit E) :

X, =2 -1 =2
Xo+1 3 1| =5%+20%+5X3+10=0 = X +4X%+x3+2=0
Xz -11 -2

Schnitt mit der Ebene+8+w+4[(-3+40)+w+2=0 = w=1

LotfuBpunkt t:(— 711 1)

3. a) Analog zu Aufgabe 3 ergibt si660| 1| 3)

b) Mit der Volumenformel fir Pyramiden folQgcpo = 12

c) Einfaches Nachrechnen

4 -3 1 1
liegtinEjO|=| O |+ 7010| + O[22
7 0 1 0

. 4 4 1 4 1

Fur den VerbindungsvektoAB = | -2 ik2|00[=0 ne2 |02

-4 -4| |1 -4| |0

Also steht AB auf de Ebene E senkrecht.

Insgesamt : E ist Symmetrieebene E/@B}

Gleichung von E.
Mittelpunkt M vor[ABJ M(4| 0l 7)

MIinE:8-0-14+6 =0 = MUE

Damit liegen A und B zu E symmetrisch.



b) Das Spiegeln von P (Standardaufgabe) ed@iblPunkQ(—6| - 4] 8)

- _> _> - - -
c) Die VektorerAB un@P sind gleichgerichtet.

Man erhélt ein gleichschschenkliges Trapez

A
Q
E
P
B
— -4 — —> —4 —>
dBA =| 2 = [BAO=6 BP=|-7| = [BPO=3/10
4 -5
BA[BP= -18 = co$ = = p=72°
63)/10

Die GroRRe der tbrigen Winkel folgt durckrakntare Rechnung.

e) Man rechnet leicht na8A = SB = SP= SQ = 3/5

f) Punkte, die von A, B, P und Q gleichen Abst&aben liegen auf dem Schnitt der
Symmetrieebene V%ABJ u[rRIQJ . Dies ist aber Gerade.

g) Man berechnet, in welchem Verhélt S sie Wetbndstrecke der Mittelpunkte V%AB}

unc{PQ} teilt. Da es positiv ist liegt S agir Verbindungsstrecke und daher im Innern

des Trapezes.

- _> 4
5.a)EsisAB =| -2| undD =| -4
-4 6

. _—> —>
Daraus ergibt siohB TAD = 0 umWB = AD =6



— — -4
C)SM=m - s =| -4
-2

— —> —> —

FernerisESMAB = 0 un8MUOAD = 0 d.h. SM steht auf E(ABBhkrecht.

w =6 > DABCDS = :_3L|:62|:6 = %16

d) Einfaches Rechnen!

6. a) Man bestimmen den Punkt auf g, der von ABigeich weit entfernt ist. Es ergibt sich
M (4] - 4/0)

b) Vgl Uberlegungsfigur. Beachte :

r, ist diexs -Koordinate vav,

Stochastik

1. Q)P(7< X <13) = P(X< 12)-P(X < 7) = F3%412)- F3%47) =
= 0,74799-0,05803= 0,68996<= 69,0%

b)P(A) = P(X= 2)D,2 = [1— P(X < 1)][0,2 - [1— B(19: 0,2; 0)- B(19: 0,2: oj[o,z -
l—(109][0,20[0,819—(119][0,21[0,818 0,2~ 18,3%

P(B) = (117jté126jm,2“[0,816: 9,2%



_ [20|[16)[6 0 _

P(C) = {4}@10}[@6][0,2“[0,551 0,25 = 3,8%
20

c)P(X=1)> 0,999 = P(X=0)<0,001 = (1-p)*°<0,001= p>1-"1/0,001

Die Gewinnwahrscheinlichkeit misste beiae29,3% liegen.

2. a) Es isFgy6) - Foo4) = 0,76601-0,25784= 0,50817 0,5. Also istl = [4; 6]

b)P(X<2) = F3%42) = 0,11826

_ In0,1 _
P(X;=21)>09 - P(¥=0)<0,1 < 0,11826 < 0,1 - n>—ln0,88174~ 18,3
Eine Auslieferung muss mindestens 19 Pag&immfassen.

c) Es handelt sich um eine kleine Stichprob@eahuriicklegen. Sie kann als Stichprobe mit
Zurucklegen behandelt werden.

P(X=2) = B(8; 0,1; 2)= 14,9%

Exakte LosungP(X=2) =
100
8




