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In einem kartesischen Kosy sind die Punkte A(3 | =2 | 3), B(3 [2] 3), C(6 |2 | 7) und

5 1

_>

D(6 | =2 7) sowie die Gerade g: X =|2| + A:| —2 |mit A € R gegeben.
9 3

1. a) Bestimmen Sie die Normalenform der Ebene H, die durch die Punkte A, B und C fest-
gelegt wird. Beschreiben Sie die Lage von H im Koordinatensystem.

b) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein ebenes Rechteck mit dem Flacheninhalt 20 ist.
c¢) Berechnen Sie den Schnittpunkt E der Geraden g mit der Ebene H.
Zeigen Sie, dass E auf der Halbgeraden [AB, aber nicht auf der Strecke [AB] liegt.

d) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes F € [BA so, dass das Viereck ECDF ein
achsensymmetrisches Trapez ist.

e) Bestimmen Sie die Innenwinkel dieses Trapezes und zeigen Sie, dass es den Flachen-
inhalt 40 hat.

2. Der Schnittpunkt S der Geraden g mit der x;x5- Ebene ist die Spitze einer Pyramide mit
dem Trapez ECDF als Grundfliche.

a) Bestimmen Sie das Volumen dieser Pyramide.
b) Zeichnen Sie die Pyramide in ein Koordinatensystem ein.
Platzbedarf: eine ganze Seite; Ursprung in der Blattmitt
c¢) Begriinden Sie, dass die Pyramide bei der Spiegelung an einer geeigneten Ebene in sich

abgebildet wird und geben Sie eine Gleichung dieser Symmetriebene in Normalenform
an.
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In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte
A(S |2 | O), B(8 [ 3] 2), C(S | =3 2) und D(8 | =2 O) sowie der Punkt B'(O [ 3] 2)

gegeben.
1.a) Die Punkte A, B und B' spannen eine Ebene E auf.
Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Normalenform.

b) Begriinden Sie, dass das Viereck ABCD ein Trapez ist, und tragen Sie es in ein Koordi-
natensystem ein.

Welche Symmetrieeigenschaft und welche besondere Lage im Koordinatensystem hat das
Trapez?

¢) Der Punkt A'ist der Schnittpunkt der Ebene E mit der x,-Achse.

Berechnen Sie die Koordinaten von A'. Weisen Sie nach, dass das Dreieck DAA' recht-
winklig ist, und bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes D' so, dass das Viereck
DAA'D' ein Rechteck ist.

d) Der Punkt C' entsteht durch Spiegelung des Punktes B' an der x;x3-Ebene.

Geben Sie die Koordinaten von C' an und zeichnen Sie das Prisma ABCDA'B'C'D' in die
Zeichnung von Teilaufgabe 1.b) ein.
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In einem kartesischen Koordinatensystem mit Ursprung O sind die Punkte P(— 8|4 1) und

- —
Q(7 | 8| 17) sowie die Gerade g: X = OP + A-|0|mit A € R gegeben.

S o=

1. a) Bestimmen Sie den Geradenpunkt R zum Parameterwert A = 30 und zeigen Sie, dass Q
nicht auf der Gerade g liegt.

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, die den Punkt Q und die Gerade g enthilt in
Normalenform. Welche besondere Lage hat diese Ebene im Koordinatensystem ?



¢) Weisen Sie nach, dass der Punkt F(7 | =4 1) FuBpunkt des Lotes von Q auf die Gerade

g ist. Bestimmen Sie den Abstand d des Punktes Q von der Gerade .
[Ergebnis :d = 20}

d) Der Punkt Q' entsteht durch Spiegelung des Punktes Q an der Geraden g. Bestimmen Sie
die Koordinaten von Q'.

e) Begriinden Sie, dass das Viereck QPQ'R eine Raute ist, und ermitteln Sie deren Flachen-
inhalt. Fertigen Sie dazu eine Skizze an, die die gegenseitige Lage der Geraden g und der
Punkte Q, P, Q' und F veranschaulicht.

Waihlen Sie hierfiir die Ebene E als Zeichenebene.

f) Berechnen Sie alle Innenwinkel der Raute und den Abstand h paralleler Rautenseiten.
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In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(l |2 | O), B(3 [0] 2) und

C(S [5] 2) ein Dreieck in einer Ebene E fest.

—> - 2
Die Gerade g enthilt den Punkt B und besitzt den Richtungsvektor u = | 1
2

1. a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist und berechnen Sie alle Innenwin-
kel des Dreiecks.

b) Weisen Sie nach, dass der Punkt F(Z [ 1] 1) Mittelpunkt der Strecke [AB} ist und ermit-

teln Sie eine Gleichung der Ebene G in Normalenform, beziiglich der die Punkte A und
B zueinander symmetrisch sind.

¢) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts S der Geraden g mit der Ebene G.

d) Bestitigen Sie, dass die Gerade FS senkrecht auf der Ebene E steht und begriinden Sie
ohne weitere Rechnung, dass der Punkt F auf dem Kreis in der Ebene G mit Durch-

messer [SC} liegt.
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1. In einem kartesischen Koordinatensystem mit Ursprung O sind die Punkte A( -314| O)

undC(—Zl 1 |2).

a) Die Punkte 0, A und C legen die Ebene E fest. Bestimmen Sie eine Gleichung von E in
Normalenform.

b) Z sei der Mittelpunkt der Strecke [AC]. Durch Spiegelung des Ursprungs 0 an Z entsteht
der Punkt B. Berechnen Sie die Koordinaten von B.

c¢) Berechnen Sie den Innenwinkel ¢ des Vierecks OABC bei O und begriinden %3
Sie, dass dieses Viereck ein Parallelogramm ist.

Zeichnen Sie das Parallelogramm in ein Koordinatensystem ein.

(vgl. Skizze; Platzbedarf im Hinblick auf das Folgende : —1 <x3<11)

d) Stellen Sie eine Gleichung der Geraden g = AB auf. Welche besondere Lage im Koordi
natensystem hat g ?

Das Lot vom Punkt C auf die Gerade g schneidet g im Punkt F.

Berechnen Sie die Koordinaten von F. Zeichnen Sie das Lot in das Koordinatensystem
aus Teilaufgabe 1.c) ein.

e) Zeigen Sie, dass der Flicheninhalt des Parallelogramms OABC 5]/5 betragt.
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In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(Z | O] 1), B(Z | =2 0,5) und

C(O | —4| 1) sowie die Ebene x; + X, +2x;—4 = 0 gegeben.

1. a) A, B und C legen die Ebene E fest. Bestimmen Sie je eine Gleichung der Ebene E in
Parameterform sowie in Normalenform.

4 -2
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b) Bestitigen Sie, dass die Gerades: X = |0|+06-| 0 |mito € R die Schnittgerade der
0 1

Ebenen E und F ist, und begriinden Sie, dass s in der x,x3-Koordinatenebene liegt.

¢) Zeigen Sie, dass die Punkte R(4 | O O) und S(O [0] 2) auf der Geraden s liegen und dass

die Punkte T(O | =8| O) beziehungsweise U(O | 4 | O) die Schnittpunkte der Ebene E be-

zichungsweise der Ebene F mit der x,-Achse sind.

d) Zeichnen Sie die Punkte R, S, T und U sowie die Gerade s in ein Koordinatensystem ein
und veranschaulichen Sie die Lage der Ebenen E und F durch Einzeichnen ihrer Spurge-
raden.

2. In einem Geldndemodell liegen die Hinge eines Bergriickens in den Ebenen E und F. Der
Grat dieses Bergriickens wird von einem Teil der Geraden s gebildet. Die x;-Achse zeigt in

Stidrichtung, die x,-Achse in Ostrichtung.

Vom Punkt B aus wird horizontal ein Tunnel in Ostrichtung durch den Berg bis zur Ebene
F gebohrt.

a) Berechnen Sie die Ldnge des Tunnels im Geldndemodell.

b) Vom Punkt P(Z | ps | p3) der Geraden TR soll in der Ebene E eine geradlinige Zufahrts-
straBe zum Tunneleingang B angelegt werden.

Berechnen Sie die Koordinaten von P und begriinden Sie, dass diese Zufahrt zum Tunnel-
eingang B bergauf und genau von Westen nach Osten verliuft.

¢) Berechnen Sie fiir diese Zufahrtsstrale von P nach B den Neigungswinkel o gegen die
Horizontale. Beschreiben Sie mit kurzer Begriindung, in welchem Punkt L der Strecke
[TR] die steilstmogliche geradlinige Zufahrtsstrale zum Tunneleingang B beginnen
wiirde.

Hinweis: Die Koordinaten von L miissen nicht berechnet werden.
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In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(— 312 - 1), B(— 1|-1]|- 3)

2

7

_’

und 8(3 [ 7] — 11) sowie die Geradeng = ABundh: X = 4|+ A , A e R, gegeben.
6

3
2
1. a) Zeigen Sie, dass die Geraden g und h echt parallel zueinander sind. Bestimmen Sie eine

Gleichung der Ebene E, die die Geraden g und h enthilt, in Normalenform.

b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Fufipunktes F des Lotes vom Punkt S auf die Ebe-
ne E sowie den Abstand d des Punktes S von der Ebene E.

¢) Bestimmen Sie die GroB3e der Innenwinkel des Dreiecks ABS.

Elementargeometrische Rechnung ist moglich, das das Dreieck bei B rechtwinklig ist.

d) Berechnen Sie den Abstand d(g; h) der Geraden g und h.
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N 3 0 3 3 0 3
1. a) Parameterform vonh: X =| -2+ ¢"|4|+ 14| =|-2|+ o |1| + T|4
3 0 4 3 0 4
- 0 3 4
Normalenvektorvon H: n = |1|x|4| =] O
0 4 -3
4 . 3
Normalenform vonH: | 0 |-| X — | -2|| =4x;-3x3-3 =0
-3 3

g

z
Il
os O

—5 |0
und DC = |4 | und damit ist ABCD ein Parallelogramm.
0

— —
und damit AB - AD = 0. Also ist ABCD ein Rechteck.

5l
Il
o

AB = 4und AD = 5ergibt ,gcp = 20.

c)ginH: 4(5+A)-3-9+30)-3=0 = Xz—ZunddamitE(3|6|3)—

N 0 |3 0
AB: X =|-2|+A4] = E =|-2|+2l4
3 0 3 0

Wegen A = 2> 1 liegt E auf der Halbgeraden [AB, aber nicht auf der Strecke [AB].

- — — 3
O F = A +BA =| -6
3
Otang = A2 = 2 6.513° = g~513° = &=7y=~1287°



ECDF = % (FE+DC)-AD = %-(12+4)-5 = 40
D c
[ n

F A B E

s
2.a)g X =|2|+ A =2
9

X, =0 = A= 1unddamitS(6|O|12).

. 6 4
LotvonSaufH: X =|0 |+ u| O
12 -3

Schnitt mit H: 4-(6 +4p) — 3-(12-3w) -3 =0 < wnu =06

Ist P der LotfuBpunkt, dann ist
SP=10,6/ 0 = SP=055=3 = ECDF = %-40-3 = 40

b)

¢) FECD ist symmetrisch zur x;x;-Koordinatenenene und S liegt in dieser Ebene.

Gleichung: x, = 0
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1.a) Parametergleichung: E: X = (2| + o {1|+ T| 1
0 2 2
5 1|0 -8 0 0
Normalenvektor: n =|1|X| 1 |=]|—-16|= —8| 2
2 2 8 -1
0 — 8
Normalenform: | 2 |X| x — [2|| =0 = 2x,-%x3-4=0
-1 0

b) A und D bzw. B und C liegen symmetrisch zur x;x;-Koordinatenebene und damit ist das

Viereck ABCD ein achsensymmetrisches Trapez.

¢) Xx; = X3 = 0inE ergibt x, = 2 und damit A'(O |2 | O).

— —
AD =| —-4|und AA' =| 0 |unddamit AD-AA'=0 = ALA'AD = 90°.
0 0

s . ., 1o

D'=D + AA'=| -2 unddamitD'(Ol —2|O)
0

d) Es ergibt sich C'(O | =3 2).
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1 24
l.a) R = | —4|+30-|0|=| -4 ergibtR(ZZl -4 1).
0 1

Qing: (1) 7= -8+A = A=15 (2) 8= -4 (f

Q liegt also nicht auf der Geraden g.

— -8 15 1
b) Paramenterform von E: X =| 4|+ 6| 12| + 7|0
1 16 0
—» 15 1 0 0
Normalenvektor: n = |[12|x|0|=]| 16 |= 4 4
16 0 -12 -3
|
0 N -8
NormalenformvonE:| 4 |-| X —| -4||=0 & 4x,-3x3+19=0
-3 1
|

Die Ebene E ist parallel zur x;-Achse des Koordinatensystems.

R ol
OQF =|-12| = QF-|0|=0
16 0

Fing:(1) 7= -8+A=0 = A=15 2)-4=-4w) 3 1=1(w)

Also ist F FuBBpunkt des Lotes von Q auf g.

d(Q; ) = QF = [/(-12)*+16% = 20

0 7
+ 2| -12|=|-16
17 16 49

N |7
8

_’
d) Q = Q +2:QF =



€)

Es geniigt zu zeigen, dass F der Mittelpunkt [PR} ist.

PQ = 30 ergibt  gpgr = 2-30-40 = 600

2
. o _ 20 4 o 6 R _ S _ 40
f)Esmttan2 =55=3 = o=v=106° B =0=74
— D5 SA 2172, 1.2 QPQR _ 600
PQ=|12| = PQ:l/ls +12°416° =25 = h= —— = =24
PQ 24
16
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— -4 _ — -2 [
1.2)Seiten: CA = | —-3| = CA =129undCB=|_5| = CB =129
) 0

. - 2 . 23
Winkel : CA - CB = 23 und damitcosy = == = v=37,5° = o=p=712°

29
— 1(— — 2 —
bbM=-]A+B|=|1|="f
2
1
- — — 2 1
AB= B -A =|-2|=24-1
2 1



—
X

ginE:3-20)-A+Q2+20)-2=0 & A =3

-3

Eingesetzt ergibt sich S

5 —

N -
d)SF=| 2 [undCF =
7

=3
8

-3 — —
—4 |ergibt SF- CF = 0.
-1

Da G Symmetrieebene von [AB} ist, steht ergibt sich SF L E.

Es ist LCFS = 90°. Also liegt F auf dem Thaleskreis iiber [CS}
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1.Gegeben:0(0|0|0),A(—3|4|O)undC(—2|1|2)

a)OAXOC=| 4 |X| 1 |=|6|unddamitE: |6
0 2 5 5
— 1 [ — -2,5 —
b))z =--]la+b|=|25 z
2 1

B( -515] 2) ist also der gesuchte Punkt.

—

x =0 & 8x;+6xX,+5x3 =0



— —
) OA - OC 10
ergibtcosp = ——"+= = — = = = =~ 48,2°
ELCOS® = GA.0C ~ 53 3 ¢
— -3 — — -2 —
Fernerist OA =| 4 |=CBund OC =| 1 | = AB und OABC mithin ein Parallelo-
0 2
gramm.
Xy
s \
\\\ ‘B
\\\ 7777)‘
c ////
A
& — X
X
N -3
d) Gerade OA . x = & 4

0

OA verlduft in der x;Xx,-Ebene und geht durch den Ursprung.
Ansatz fiir die Lotebene L zu AB durch C : —3x;+4x,+n, = 0

Ceingesetzt : —=3-(=2) + 41 +n,=0 = n,= —-10

Schnitt mitL: —3-(=38)+446 -10=0 = 0§ =04

—> - 3 - 1,4
Ortsvektor des LotfuBpunkts : f = 04 4 |=]| 1,6
0 0

—» 108 o
&) CF=|06| = CF=1082+062+22=15
2




OA = |/(-3)*+4> =5

oasp = 5V5
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1.a) Parameterform vonE: x =|0|+ o:| =2 |+ T| —4|=|0| + ¢"|4|+ T2
1 -0,5 0 1 1 0
N 0 1 -2 2
Normalenvektor: n = [4|x|(2|=| 1 |= —| =1
1 0 -4 4
2 _ 2
Normalenform: | —1|-| x —[0[|=0 & 2x;—-X,+4x3-8 =10
4 1

Parametrisierung: x; = 6:x; = 4-20

Eingesetzt in E: 2:(4-20)-x,+40-8 =0 < x,=0

2

_’
Schnittgerade s: x =

SO B

+o| 0
1
¢) Den Punkt R erhilt man fiir 6 = Ound S firc = 2.
Xx; = X3 = 01in E eingesetzt ergibt —x, -8 =0 & x, = =8
und damit ergibt sich T(O | =8| 0).
X; = X3 = 01in F eingesetzt ergibtx, -4 =0 & x, =4

und damit ergibt sich U(O | 4 | O).



Jeder Punkt auf s hat die x,-Koordinate 0 und liegt daher in der x;x5-Koordinatenebene.

d)
U -
7 g
_ 2 0
2. a) Tunnelgerade: x = | -2 | + v-1
0,5 0

Schnitt mit F ergibt des Tunnelausgang B'(Z | 1] 0,5)

—5 |0 o
BB'=|4| = BB'=
0
N 0 1
b) Gerade TR: x = | -8| + p-{2
0 0

Der Punkt P ergibt sich fiir p = 2 zu P(Z | —4 ] O).

N 2 . 2 0
Tunnelauffahrt: X =| -4+ @-PB = | -4 |+¢{ 2
0 0 0,5

Aus den Koordinaten des Richtungsvektors ergibt sich die Behauptung.

¢) tano = 1 = o =26,6°

2



L ergibt sich als FuBpunkt des Lotes von B auf TR.
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—  — — — -3 2
l.ayge x = A +ulB - A =2 |+wn -3
-1 -2

Da die Richtungsvektoren von g und h linear abhéngig sind, sind die beiden Geraden pa-
rallel

— 7 -2 10
Ebene E in Parameterform: E: x = 4|+ o 3 |+ T| 2
6 2 7
N -2 10 17 1
Normalenvektor: n =| 3 |x| 2 |=| 34 | =17 2
2 7 -34 -2
1 N 7
Normalenform: | 2 |X| x —|4|| =0 = x;+2x,-2%x3-3 =0
-2 6
b) Lotgerade: k: x =| 7 |+ K| 2

k die Ebene E eingesetzt: 3+ K+2-(7+2K)—-2-(-11-2x) -3=0 = «k=-4

K= —4 in k eingesetzt ergibt F = B(— 1| -1 3)

d(s;E) = SF = 1/(—4)2+(—8)2+82 =12

~1 -3 2 o
3| = AB:]/22+(—3)2+(—2)2:1/E
)




tan()c:£ = oa=71,0° = y=19,0°

V17

d) Ebene durch A senkrecht zu g und g:

3IXIx =2 (=0 & —-2x;+3x,+2x3—-10=0

Schnitt mit h: —2-(7—2A)+3-(4+30)+2:(6+20)—-10=0 = 9A =0

Schnittpunkt ist also der Aufpunkt C d. h.

=12| = dgh) =AC =V173 = 3)/17




