IX. Normalformen

9.1 Die Normalenform einer Geradengleichung im 2-dimensionalen Punktraum
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Satz :

Genau dann liegt ein Punkt X(x,Ix,) des zweidimensionalen euklidischen Punktraums auf

einer Geraden mit der Parameterform

— — —
X = a -V

+ A

-» X
- . 1 .
wenn fiir seinen Ortsvektor x = « gilt
2

—(—> —
n | x-—a =0 (=4 n1~X1+n2~X2—(n1-al+n2~al)=0 (*)<=>7L




- ng|, v
n = n ist ein Normalenvektor zur Geraden, d.h.n L v
2

Man nennt deshalb die Gleichung (*) eine Normalenform der Geraden.

Beispiel :
Parameterform : — 4 )

grx =\ )+ A 5

g -5
Normalenvektor : n = )
Normalenform : (_ 5] X1 (4}

: - =0 &
2 X2 6

—5%, + 2% —(=5)4-2-6=0 < 5%, +2x, + 8 = 0

B(3|4Jliegtnichtaufg,dennBing: -5-3+2-4+48=1#20=>Begg




9.2 Die HESSEform einer Geraden

>
Es ist
— (> — —
ng-|p — a = |l-|p—af-cosp |[=dP;g

Definition und Satz :

Wihlt man als Normalenvektor fiir die Normalenform einer Geraden g den Einheitsnorma-
—>

lenvektor ng , der vom Ursprung des Kooordinatensystems wegzeigt, dann heif3t die so er-
haltene Normalenform die HESSEsche Normalenform HNF der Geraden

- (= >
no lx—a|=0 L= n01X1 +n02X2 + ( - n0131 - nozaz) =0

Ny

Das Einsetzen der Koordinaten eines beliebigen Punktes P in die Hesseform ergibt eine
Zahl, deren Zahl, deren Betrag, gleich dem Abstand des Punktes P von der Geraden g ist.

Diese Zahl ist
a) positiv, wenn P und und der Ursprung auf verschiedenen Seiten von g liegen.

b) negativ, wenn P auf der Ursprungsseite von g liegt.




Bemerkung :

S — . e
Zeigt ny vom Ursprung des Koordinatensystems weg, dannist n, - a > 0, d. h.

die Konstante n, in der Hesseform ist negativ.
Beispiel :

Parameterform : g ;_;: = (}j + A -3
Einheit 1 Kt ;—(4jergibt:—++(4j—+(4/5j

inheitsnormalenvektor : =1 0= - 3| "=
3 ]/42+(_3)2 3 3/5

HNF : w5 ), [|x] [
+ - =
‘( —3/5}' X (1] 0=

5% 5%

Der Abstand des Punktes P{l | - 3} von g ergibt sich dann zu

o= |23 L2 [12] 2
und P liegt auf der ursprungsfernen Seite von g.
Liegt bereits eine Normalenform vor, dann erleichert dies die Bestimmung der HNF.

Beispiel :

g 12X1—5X2+1:O
12x; = 5%, + 1 12 5 1

HNF : - X1+ 73X — 75
13 13 13
— V122 +(=5)?

=0




Allgemein gilt also :

Normalengleichung

HNF

nlxl + n2X2 + n4 = 0

—sgn(ny)- |/ n,2 +n,2

=0




9.3 Die Normalenform einer Ebenengleichung im 3-dimensionalen Punktraum

E
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—  — — —
Ebenengleichung in Parameterform: x = a + A-v + Q- u

— — — -
Umformung: x —a = A v + L' u

In Koordinaten :

g X1 a;

n2 . X2 - a2 = 0 = nlxl + n2X2 + n3X3 +(—n1a1 - nzaz — n3a3) = 0
13 X3 a3 ny

Satz :

Genau dann liegt ein Punkt X(xl | Xy | x3] auf einer Ebene mit der Parameterform

—  — —> —>
X =a +AVvV +puu
X
. _> l .
wenn fiir seinen Ortsvektor x = | X, | gilt

X3




In Koordinaten ergibt sich

nl'X1+n2'X2+n3'X3—(nl'al+n2'az+n3'a3)=0

n

— ! o - — > —

n = |0, |ist ein Normalenvektor zur Geraden,dh. n L v , n L u
N3

Man nennt diese Gleichung deshalb auch eine Normalenform der Ebene.

Bemerkung :

Die Normalenform einer Ebene in einem kartesischem Koordinatensystem stimmt mit Koor-
dinatengleichung einer Ebene in einem affinen Koordinatensystem iiberein.




Beispiel :

Moglichkeiten, eine Normalenform der Ebene E zu bestimmen :

a) Determinantenmethode

Xl_l 2 5
X2 1 0 = _X1+1_5X2_5X3+2X2:0 (=4 _X1_3X2_5X3+1 =0
X3 -1 -1

b) Bestimmung eines Normalenvektors mit dem Skalarprodukt

1y
_’
Ansatz: n = D,
3
Bedingungen :
1 2 n; 5
(1)| ny |- 1 =0 o 2n1+n2—n3:O (2) n, |- 0 =0 & Snl—n3:()
n3 - 1 n3 - 1

M) = @] =3n+n, =0

Parametrisierung | x;=k = n, =3k

— k
in ()| 2k+3k-ny =0 = ny=5k = n =|3k
5k
N 1
Speziell fiir k = 1 erhilt man den Normalenvektor n =| -3



1 Xl
Dies ergibt als Normalenform von E: | =3 |- | Xy [=[0 || = X =3X,+5x3 =1 =
5 x5 |0

¢) Bestimmung eines Normalenvektors mit dem Vektorprodukt

N 2 5 -1
n=|1 [x| 0 |=| —3|unddann weiter wie unter b).
-1 -1 -5
Beachte :

Ein Normalenvektor zu einer Ebene ist bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt.

Man wihlt ihn so, dass seine Koordinaten vom Betrag her moglichst klein sind.




9.4 Anwendungen :

1. Schnittwinkel zweier Ebenen

-

—

R nF

Der Winkel, unter dem sich zwei Ebenen schneiden,
ist gleich dem Winkel, den zwei ihrer Normalenvek-

nE
(o)
toren miteinander bilden. /

Sonderfille :

m

Zwei Ebenen sind genau dann parallel, wenn ihre Normalen- -

vektoren parallel (kollinear) sind.

1=

e
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=_i-’

pd
e

Beispiel :

Fiir den Winkel G, den die Ebenen E : 2x; +2x, —x3 = Ound F: 3x; —4x,+ 1 = 0 mitein-
ander bilden, gilt :

COS O = 23 +2(-4) + 10 = 1—25 = 0 =824°,
V2422412 V34 (=42 40
wihrend F und G : 6x; —8x,—1 = 0 parallel sind.
G
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ng|F
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Zwei Ebenen stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn auch ihre Normalenvektoren
aufeinander senkrecht stehen.

ImBild:ELFLG



Bemerkung :

Durch einen Punkt einer Ebene E gehen unendlich viele zu E senkrechte Ebenen.
Beispiel :

Gesucht ist die Ebene G, die senkrecht zu den Ebenen

E:x{—=2x,+x3—1 =0und F:2x;+x3+1 =0

verlduft und durch den Punkt P(—1| 0] 2) geht.

Losung :

1. Es ist
1 2 -2
=2(x|0|=|1
1 1 4

ein Normalenvektor von G und damit —2x; +X,+4x3+n, = 0 eine Normalenform
von G.

2. Einsetzen von P ergibt n, = —10.

2. Schnittwinkel zwischen Ebene und Gerade

Der Schnittwinkel, unter dem eine Gerade eine Ebene schneidet, ist gleich dem Komple-
ment des spitzen Winkels, den der Richtungsvektor der Geraden mit einem Normalenvektor
der Ebene bildet.

— —

®=90° - 4L(u,n)=90°- ¢




Sonderfille : g

Eine Gerade

—  — —
g: X = a +Au

_>
ist genau dann zu einer Ebene E mit dem Normalenvektor n g parallel, wenn der Rich-
_’

tungsvektor von g auf dem Normalenvektor n g von E senkrecht steht.

— —
u-ng=0
— — — )
Eine Gerade g: x = a + A-u ist genau dann ein Lot zur Ebene E mit dem Normalen-
— — —

vektor n g, wenn ihr Richtungsvektor u parallel zu ng, ist.

Beispiel :

1 1
=|0|+A| 2 |mitder
0 -2

_’
Fiir das Komplement @"des Schnittwinkels ¢ der Geraden g : x

Ebene E: x;—2x,-2x3—1 = Ogilt:

cos ¢ = L1+ 2:(=2) + (=2)(=2) _ 1

V124224 (=22 V12 + (=2 +(=2)

Also @ = 90°—¢" = 6,3°




3. Abstand eines Punktes von einer Geraden

Man legt durch P eine Ebene E, die zur Geraden g senkrecht verlduft. Als Normalenvektor
von E kann der Richtungsvektor von g dienen.

Der Schnitt von E und g ergibt den Fulpunkt F des Lotes von P auf g. Also

J— —>
d(P;g) = PF = | PF |

Beispiel :
— 1 1
Gesucht ist der Abstand des Punktes P(l | 2 | O] vonder Geradeng: x = | —1|+ A 2
0 -1
Losung :

1. Ansatz fiir die Lotebene E durch P zu g : x; +2x,—x3+n, = 0

2. P eingesetzt ergibt ny = —5und damit E : x; +2x,-x3-5 =0

3. g N E ergibt den LotfuBpunkt F(Z | 1 | - 1]

_’
4. Damit ist d(P ; g) = ‘PF‘ =16




4. Spiegelungsaufgaben

a) Spiegelung an einem Punkt

Da Z die Strecke [PP'] halbiert, ergibt sich|p ' =

Beispiel :

P{l | ) | 3} an z[l | ~1 | 2 | gespiegelt, ergibt

R 1 1 1
p=2/-1|—-1|-=-2|=1|0},
2 3 1

d. h. P'(l |o | 1]

b) Spiegelung an einer Ebene

Ke

PI

Man legt durch P die Lotgerade zur Ebene E und ermittelt durch Schnitt den Lotful3-
punkt F. Es gilt dann

—  — — - —
p' =p +2PF=2f-p




c¢) Spiegelung an einer Geraden

T~

Man legt durch den zu spiegelnden Punkt eine Ebene E senkrecht zur Spiegelachse g.
Der LotfuBpunkt F ist dann der Schnitt von g mit E. Es gilt dann

- > > — —»

p=p +2PF=2f —-p




9.5 Die HESSEform einer Ebene

d(P; E) *

|
\\ /

a p

- (= — - —
ng-|p—-—af|l=|lI-]p—-—al-cos¢g [=dP;E)

Definition und Satz :

Waihlt man als Normalenvektor fiir die Normalenform einer Ebene E den Einheitsnorma-
—>

lenvektor ng, der vom Ursprung des Kooordinatensystems weg zeigt, dann heil3t die so er-
haltene Normalenform die HESSEsche Normalenform HNF der Ebene.

- (> —
no tx—-—a|=0 n01X1 + n02X2 + n03X3 + ( - HOIal - n0232 - n03a3) =0

Doy

Das Einsetzen der Koordinaten eines beliebigen Punktes P in die Hesseform ergibt eine
Zahl, deren Betrag gleich dem Abstand des Punktes P von der Ebene E ist.

Diese Zahl ist
a) positiv, wenn P und und der Ursprung auf verschiedenen Seiten von E liegen.

b) negativ, wenn P auf der Ursprungsseite von E liegt.

Bemerkung :

— — >
Zeigt ny vom Ursprung des Koordinatensystems weg, dann ist n, - a > 0, d.h.

die Konstante n, in der Hesseform ist negativ.




Beispiel :

E: 2X1—X2+2X3+3:O
2X; — X9 + 2x53 + 3
HNF : =0 & —zx1+—x2—gx3—1=
2 2, 52 3 3 3
- 1/2 +(=1)"+ 2
Normalengleichung HNF
nlxl + n2X2 + n3X3 + n4 = 0 nlxl + n2X2 + n3X3 + n4

. t|/n2+ny2 +n5?
mitn, = —(n,a; + nya, + n3a;)

Beispiel :
E:2x, — Xy + 23 + 3 = 0 P(3|—3|3j

2.3 — (=3) +23
]/22 + (=% + 22

d(P; E) = :|5|:5

P liegt nicht auf der Ursprungsseite von E.

Anwendungen :
1. Geometrische Orter - Abstandsmethode
Beispiel :
Gegeben:E:2x; — x5 +2x3 =1 =0 F:2x; + x5 +2x3+2 =0
Bestimme die Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen-
Losung :

Die winkelhalbierenden Ebenen von E und F bilden den geometrischen Ort aller Punkte die
von E und F gleich weit entfernt sind.

Ist P(x; | x, | X3) also ein Punkt auf der winkelhalbierenden Ebenen, dann gilt



AN VRS o) [ N SV
3% 3727 37 3 3% 372 3% 3
Also

2. tro,2 1_ 2 1.2 2

371 37273 3 7 3% 372 3733

oder

2 1 2 | 2 1 2 2
Xim3%t 3%y = ~(0 3030 3% 3)

W

4 4 1 _ 20 L
3x1+3x3+3—0v 3%2 1=0

Wiidxy +4x, +3 =0 W,:2x, +3 =0

Satz :

Die Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen zu zwei Ebenen E und F erhélt man durch
Addition bzw. Subtraktion der HNF's dieser Ebenen.

Die Mittenebene zu zwei parallelen Ebenen E und F ist der geometrische Ort aller Punkte die
von E und F gleich weit entfernt sind. Man erhélt daher analog

Satz :

Die Gleichungen der Mittenebene zu zwei parallelen Ebenen E und F erhilt man durch
Addition der HNF's dieser Ebenen.

2. Bestimmung des Abstandes zweier windschiefen Geraden

Losungsstrategie :

Man legt durch eine Gerade die Ebene parallel zur anderen und bestimmt den Abstand die-
ser Geraden von der Ebene etwa durch Einsetzen ihres Aufpunkts in die HNF der Ebene.




