Abitur 2009 | Aufgabe 1 | Infinitesimalrechnung

1. Die Abbildung zeigt den Graphen Gy einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades mit

dem Definitionsbereich D; = R.

Die in der Abbildung angegebenen Punkte P(1| 3), N;(0| 0), N,(2[ 0) und N5(4| 0) sind
Punkte von G;.
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a) Geben Sie den Funktionsterm von f in der Form f(x) = a(x—b)(x —c¢)(x —d) an, indem
Sie passende Werte fiir a, b, ¢, d € R ermitteln.

Zeigen Sie, dass sich dieser in der Form f(x) = x> — 6x° + 8x schreiben lisst.

b) Weisen Sie nach, dass N, Wendepunkt von Gy ist, und eimitteln Sie die Gleichung der
zugehorigen Wendetangente.

[Zur Kontrolle : Tangentengleichungy = —4x+ 8}

c¢) Die Wendetangente schlieft mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein.

Bestimmen Sie die Innenwinkel dieses Dreiecks.

X
Betrachtet wird nun die Integralfunktion F : x — jf(t)dt mit D = R.
0



d) Berechnen Sie F(4). Was folgt daraus fiir die beiden Fldchenstiicke, die der GraphG; mit

der x-Achse im 1. und im IV. Quadranten einschlie3t ? Begriinden Sie Thre Antwort.

e) Einer der drei abgebildeten Graphen I, II oder III stellt den Graphen von F dar. Geben Sie
an, welcher dies ist, und begriinden Sie Ihre Antwort, indem Sie erkldren, warum die bei-
den anderen Graphen nicht in Betracht kommen.

Bestimmen Sie nun die Summe der Inhalte dieser beiden Fldchenstiicke.

f) Bekanntlich ist jede Integralfunktion der Funktion f auch Stammfunktion von f.

Begriinden Sie, dass jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle hat. Geben Sie den
Term einer Stammfunktion von f an, die keine Integralfunktion von f ist.

. In der Medizin wird radioaktives Jod-123 zur Untersuchung der Schilddriise eingesetzt.
Kurze Zeit nach der Verabreichung dieser Substanz an den Patienten wird die von der Sub-
stanz ausgehende Strahlung gemessen, wodurch Riickschliisse auf den Zustand der Schild-

driise moglich sind. Durch radioaktiven Zerfall verringert sich die Substanzmasse.

Die im Korper des Patienten noch vorhandene Masse m des verabreichten Jod-123 ldsst

sich durch den Term m(t) = mo-e_k't mit k >0 beschreiben.

Dabei gibt m, die zum Zeitpunkt t = O verabreichte Jodmasse an; t ist die MaBzahl der seit
Verabreichung vergangenen Zeit in Stunden.

a) Nach einer Zeit von 13,2 Stunden ist nur noch die Hélfte der verabreichten Jodmasse
vorhanden. Bestimmen Sie hieraus den Wert des Parameters k.

[Zur Kontrolle : k = 0,0525}

b) Wie viel Prozent der verabreichten Jodmasse sind vier Stunden nach Verabreichung im
Korper des Patienten noch vorhanden ?

Wie lange dauert es, bis 90 % der verabreichten Jodmasse zerfallen sind?




Losung

l.a)fx) = a(x—0)x-2)x—-4) = axx—-2)(x—-4)
P(1] 3) eingesetzt ergibt 3 = a:(1-2)(1-4) & a=1
Damit f(x) = x-(x —2)-(x—4) = x> —6x* +8x
b)f'(x) = 3x>—12x+8 f"x)=6x-12=0 < x=2 f"x)=6%0
N, (2| 0) ist der einzige Wendepunkt des Graphen von f.

f'(2) = —4 ergibt die Wendetangentey = —4-(x—2) = —4x+8

¢) Winkel bei N, : tanot = > = 4 = a=76°
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Die anderen Winkel messen 90° und 14°.

4 4
4
d)F4) = f(x3—6x2+8x)dx = %—2x3+4x2 = 64-128+64 = 0
0 0
2 A >
F(2) = f(x3—6xz+8x)dx = XZ—ZX3+4X2 — 4-16+16 = 4
0 0

e) Graph I : Nicht der Graph von F, da F(x) >0 fiir x <0

Graph III : Nicht der Graph von F, da F zwischen 0 und 4 nur ein relatives Maximum be-
besitzt.

X
f) Die untere Grenze ist Nullstelle jeder Integralfunktion F(x) = ff(t)dt.
a

F,(x) = F(x)+1ist Stammfunktion, aber keine Integralfunktion, da sie keine Nullstelle

besitzt.
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Nach 4 Stunden sind noch ca. 81% des verabreichten Jods vorhanden.
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Nach ca. 44 h sind 90% der radioaktiven Jods zerfallen.




