XIII. Die Normalverteilung

13.1 Der lokale Grenzwertsatz

Standardisierung von B(4; 0,5) :
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Lokaler Grenzwertsatz :

Die Dichtefunktion @, (= Treppenfunktion, die ein Histogramm oben berandet) der standar-
disierten Binomialverteilung B(n; p) geht mit wachsendem n gegen die Grenzfunktion
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¢ heift deshalb Dichte der Standardnormalverteilung.

Eigenschaften von ¢ :

1. Achsensymmetrie | @(—t) = @(t)

2.| lim @) =0
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3. T(p(t)dt =1
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Anwendung :
Fiir groe n (npq > 9) gilt:
_1 (knp)’
B(n; p; k) = #e 2 m4 | (Jokale Niherung)
|/ 2mnpq

Begriindung :

Breite eines Histogrammrechtecks der standardisierten Binomialverteilung : At = L
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Hohe des zu k gehdrenden Rechtecks : h = @(t) = (p(k;np)
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= B(;p;k)=h- At =
Beispiel :

Es ist B(200; 0,5; 104) = 0,04805
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Die lokale Niherung ergibt : B(200; 0,5; 104) =

Bemerkung :

Eine Wertetabelle von ¢ findet man in der Stochastik-Tabelle (S.59).



13.2 Integraler Grenzwertsatz
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Im Histogramm der Binomialverteilung B(n;p) ist die Flachensumme der Histogramm-
rechtecke von k bis 1 mit 0 < k <1< n gleich der Wahrscheinlichkeit P(k < X <) fiir die
Trefferzahl X.

Ist Xg die Standardisierung von X und t, und t; die standardisierten Werte von k und 1, dann
gilt
P(t, <X <t) = Pk<X<]).

Die Flichenberechnung lédsst im Histogramm von Xg ndherungsweise durch eine Integration

durchfiihren.
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Setzt man

X X 1 >
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P(x) := J(p(t)dt = — fe dt,
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dann gilt



Satz :

Fiir die Binomialverteilung gilt folgende Naherungsformel

Pk<X<l)~pl=mRt05, 4 k-np-05,

//mpq /npq

Stellt man keine zu gro3en Anspriiche an die Genauigkeit, dann reicht aus

Pk<X<I)=~d( =) _ g k=np,

/npq //npq

Spezialfall : 1 = k (integrale Nidherungsformel bzw. Laplace - Niherung)

P(X = k)z(p(uw) _ @(M)

//mpq //npq

Bemerkungen und Beispiele :

1. Die Werte der Funktion & lassen sich nur numerisch berechnen. Als Graph ergibt sich

Z(0; 0,5)
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2.Esgilt lim ®(x) = Ound lim ®$(x) =1

X > — o0 X —> o

3. Der Graph von ® ist punktsymmetrisch zu Z(O | %] Also ist

CIJ(X)—% = %—q)(—x) o |®(-x = 1- o)




Daher findet man nur fiir positive x die Werte von ®(x) in der Stochastiktabelle.
Soistz.B. ®(—1,23) = 1 - $(1,23)=1-0,88877 = 0,11123

Die Punktsmmetrie von & folgt aus der Achsensymmetrie von ¢.

4. & ist streng monoton steigend und damit umkehrbar. Man findet Werte der Umkehrfunk-
tion in der Stochastiktabelle.

Soist z.B. ®7(0,0,95) = 1,6449 und ®'(0,975) = 1,9600

5. Fiir die Verteilungsfunktion F gilt :

F(x) =P(ng)z¢(ﬂw) _ ¢(0—np—0,5)z(x—np+0,5)

//mpq /npq //mpq




Aufgabentypen :

Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Ein L-Wiirfel wird 600mal geworfen. Berechnen Sie nidherungsweise die Wahrscheinlichkeit,
dass

a) mindestens 95mal und hochstens 110mal
b) hochstens 105 mal

¢) mindestens 102mal

d) genau 99mal

eine Sechs fillt.

Losung :

X : Anzahl der gewiirfelten Sechsen

Erwartungswert : E(X) = it = np = 600% = 100

Standardabweichung : ¢ = ]/Var(X) = ]/npq = 600%% =35 |/ ?

110~ 100+ 5 95-100- 3
a) P95 S X < 110) = f(——F—2) — §(———==) = B(1,15) — &(-0,60) =

51/ N 51/ N
=®(1,15) — [1 —CID(O,6O)} == (0,93943 — 1 + 0,72575 = 66,5%
bzw.
PO5<X<110) = P(X<110) — P(X<94) = F(110) — F(94) =

110 - 100 + 5 94-100+ 5
= B~ D=

/= /=

mit dem gleichen Ergebnis.
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~ ®(0,60) — B(—10,90) = 0,725575 ~ 72,6%
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o) P(X=102) =1 -P(X<102) =1 — P(
=1- ®(0,27) = 1 -0,60642 = 39,4%
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d PX=99) =o(——F—) - ®((——F—— )=
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=P(-0,05) — &((-0,16) = ®((0,16) — P((0,05) =4,3%

Bestimmen von Intervallen

Eine Laplace-Miinze wird 400mal geworfen.

In welchem moglichst kleinen Intervall symmetrisch zum Erwartungswert liegt mit mindes-
tens 95% Wahrscheinlichkeit die Anzahl der Adler ?

Losung :
X : Anzahl der Adler

Erwartungswert : E(X) = %-400 = 200

Standardabweichung : ¢ = |/ 400-

Ansatz fiir das Intervall : I = [200—1(; 200 + k}

Bedingung : P(200 -k < X <200+k) = 0,95
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Mit mindestens 95% Wahrscheinlichkeit liegt die Anzahl der Adler im Intervall [180; 220}.

Bestimmen der Versuchsanzahl

Aufgabe :

In einer Urne betrigt der Anteil roter Kugeln 36%. Wie viele Kugeln muss man mindestens
mit Zuriicklegen ziehen, damit man mit mindestens 90%-iger Wahrscheinlichkeit mehr als
100 rote Kugeln darunter sind ?

Losung :

Bedingung : P(X >100) 20,9 & 1- P(X<100)=0,90 & P(X<100)< 0,1

100 — 0,36n+0,5) <

[/n-0,36 - 0,64

100,5-0,36n

0,48)/n

Substitution u = ﬂ und Ubergang zur Gleichung :

D(

0,1

<-12816 < 100,5-0,36n< —0,615168% = 0,36n—0,615168]/ﬁ— 100,5=0

0,36u*> — 0,615168u — 100,5 = 0 < u=~17,6 v[uz —15,9}

Riicksubstitution und Rundung : Man muss mindestens 321 ziehen.



Bestimmen der Trefferwahrscheinlicheit

Wie hoch muss der Anteil roter Kugeln in einer Urne mindestens sei, damit man beim Ziehen
von 400 Kugeln mit Zuriicklegen mit mindestens 90% Wahrscheinlichkeit mindestens 100 ro-
te Kugeln erhilt ?

Losung :

PX>100)209 © 1-PX<99) 2090  P(X<£99)<0,1

99 — 400p +0,5 <

1/400pq -

o 2229000 o 9816 o 99,5-400p < —25,632)/p(1-p) <
20/ p(1-p)

D(

0,1

160656,9994p” — 80256,99942p — 9900,25 > 0

Daraus ergibt sich, dass der Anteil mindestens 27,8% betragen muss.

Normalverteilte Grofien

Die mittlere Lebensdauer eines Motors betrdgt 200000 km mit einer Standardabweichung von
40000 km.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Motor eine Lebensdauer von mindestens
250000 km hat ?

Losung :

250000 —200000
40000

P(X >250000) = 1 — P(X <250000) = 1 — &( ) =1 — ®(1,25) = 11,6%

Definition :

Hat eine ZufallsgroBe X mit E(X) = p und Var(X) = o’ die Verteilungsfunktion
Fx) = @(*_H)

dann heif3t sie normalverteilt nach N(u; ).




