X. ZufallsgroBen

10.1 ZufallsgrofSen und ihr Erwartungswert

Beispiel :

Experiment : Dreimaliges Werfen einer Miinze
Ergebnisraum : Q = {ZZZ, 77K, 7ZKZ,K7Z, 7KK, KZK, KKZ, KKK}
Zufallsgrofe X : Q@ - R X : @ — Anzahl der geworfenen K's

Wertetabelle von X :

® 7277 | ZZK | ZKZ | KZZ | ZKK | KZK KKZ KKK

x=Xww | O 1 1 1 2 2 2 3

d.h. die Wertemenge von X ist Wy = {O, 1, 2, 3}

Jeder Wert x von X wird mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit P(X = x) angenommen.
Aus obiger Tabelle ergibt sich

X 0 1 2 3
P(X=x) 1/8 3/8 3/8 1/8
Die mittlere Anzahl der K's pro Versuch betrégt 0- 1 + 1-g +2. 3 +3- L. 1,5

8 8 8 8

Definition :
Sei  der Ergebnisraum eines Zufallsexperiments. Eine Abbildung

X: Q>R X:0o—- X(we R

mit der Wertemenge Wy = {xl; b CHI ; xm} heilt eine Zufallsgrofie.




Ist P das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf3, dann nennt man
w:Wy—>R w:x—>PX=x) =P {0)|X(0))=x}

die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgroe X. Die Grofie

E(X) =W= ZXIP(X = Xi)
i=1

heif3t Erwartungswert von X

Veranschaulichung der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsgrofe :

1. Das Strichdiagramm

Strichdiagramm
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Bei der Histogrammdarstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsgrofe wird
um jeden Wert x, den die Zufallsgrofle annimmt, nach oben ein Rechteck gelegt, dessen Fli-
chenmalizahl gleich der Wahrscheinlichkeit P(X =Xx) ist.

Die Breite der Rechtecke eines Histogramms kann verschieden gewéhlt werden. Die Hohe
der Rechtecke ist dann entsprechend zu dndern.

W4 0%7%

Nimmt eine Zufallsgrofle sehr viele bzw. unendlich viele Werte an und riicken diese beliebig
nahe aneinander, dann nihert sich die obere Berandung der Histogramme dem Graphen einer
Funktion d an.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgrofe einen bestimmten Wert annimmt ist sehr ge-
ring. Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgroe einen Wert im Intervall [a; b} an-

nimmt gilt ndherungsweise
b
P(a<x<b) = jd(x)dx
a

d(x) hei3t Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsgroe X.




10.2 Die Verteilungsfunktion

Beispiel :

Experiment : Einmaliges Werfen zweier L-Wiirfel
2
Ergebnisraum : Q = 11,2,3,4,5,6

ZufallsgroBe X : Augensumme

Wahrscheinlichkeitsverteilung :

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X = x) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Die Wahrscheinlichkeit P(X < 5), dass die gewiirfelte Augensumme hochstens 5 ist, dann ge-
geben durch

PXSS) = e+ et 4ok = 0 _ 3

Die Wahrscheinlichkeiten, dass eine Zufallsgro3e Werte in einem bestimmten Bereich an-
nimmt wie z. B

P(a<X <b)bzw. P(a < X < b) etc.

konnen mit durch Wahrscheinlichkeiten der Form P(X < k) ausgedriickt werden. So gilt
a)PX >k) = 1 -P(X<k)

b) P(X <k) = PX<k-1)

¢)P(k; <X < ky) = P(X<k,) — P(X< k- 1)

Definition :
Sei X eine auf einem Ergebnisraum Q definierte ZufallsgroBe. Dann heif3t die Funktion
F:R>R mitF:x—>F(x) = PX<Xx)

die Verteilungsfunktion der Zufallsgrofe X.




Graph der Verteilungsfunktion des Beispiels :
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Dann gilt

1. Iim F(x)= 1. Speziell ist F(x) = 1 falls x =2 x,,,.

X —>

2. lim F(x) = 0. Speziell ist F(x) = 0 falls x < x;

X = —o0

3. F ist eine monoton steigende Treppenfunktion, die an den endlich vielen Sprungstellen
X1s X9y vene , X, rechtseitig stetig ist.

Es gilt F(x,,,) = F(x)) + P(X=x,,,)

4. Sind a, b € IR, dann gilt

(D|Pa< x<b) = ¥ P(X = x;) = F(b) — F(a)

a<x;<b

2)|P(x > a)= 2P =1- P(x<a) = 1- F(a)

Xi>a




10.3 Funktionen einer Zufallsgrofie

Zwei Laplace-Tetraederwiirfel sind mit 1, 1, 1, 2 beschriftet.
Experiment (Gliickspiel) : Werfen der beiden Wiirfel bei einem Einsatz von 2 €
Zufallsgrofie X : Q@ — R X :@ — Produkt der Augenzahlen

Wahrscheinlichkeitsverteilung von X :

X 1 2 4

P(X = x) 9/16 6/16 1/16

19 .,6 , 1 _ 25
EX) = 196+296+476 = 16

Der Gewinn errechne sich nach der Gewinnfunktion: g: Wy - R, g:x — 2.:x-2.
Die Funktion Y = g o X : Q — IR ist ebenfalls eine ZufallsgroBe.

Man sagt , g sei eine Funktion der Zufallsgrole X und schreibt kurz Y = g(X).

Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y .

y 1 2 6

P(Y =y) 9/16 6/16 1/16
—_ — 02 6 1L _18_9
Esist: E(Y) =0 16 + 2 16 + 6 6-16" 3

d.h. das Spiel ist nict fair; da der Einsatz kleiner dem Erwartungswert des Gewinns ist.

Definition :

Sei X : Q — R eine auf einem Ergebnisraum Q definierte Zufallsgroe mit der Wertemen-
ge Wund g : W — IR eine Funktion.

Dann ist durch g © X eine neue Zufallsgrof3e Y definiert.

Y heiBt Funktion der Zufallsgroe X. Man schreibt

Y = g(X)




Sonderfall :
Ist X eine Zufallsgrofe, a, b € IR, a # 0.,
dann heit Y = aX +b eine lineare Funktion der Zufallsgrofe X.

Fiir ihren Erwartungswert gilt

E(Y) =E@X +b)=a-EX)+b

Beweis : trivial

Anwendung :Gewinn G und Reingewinn R beim Gliickspiel.

Ist b der Einsatz pro Spiel, dannistR = G—b.




10.4 Varianz und Streuung

Gegeben seien die Zufallsvariablen X, Y und Z mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen

X 4 5 6

PX=x)| 0,108 0,1

P(Y=y)| 03 | 04 | 03

P(Z=z) 0,1 |08 0,1

Strichdiagramme :

P(X=x)

P(Y=y) P(Z=2)

E(X) = E(Y) = E(Z) (Symmetrie)

Trotzdem ist bei der Ausfithrung der zugehorigen Experimente eine Abweichung der Zufalls-
groBBe Y vom Erwartungswert wahrscheinlicher und bei der Zufallsgro3e Z groBer als bei der
Zufallsgrofe X.

Diese Verschiedenartigkeit der Verteilungen charakterisiert man durch die Varianz einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Definition :
X sei eine Zufallsgroe mit dem Erwartungswert L = E(X).

Dann beschreibt die Zufallsgrofie (X — u)z den quadratischen Abstand vom Mittelwert. [hren
Erwartungswert nennt man Varianz von X.

Var(X) : = E[(X-p)*]

o = |/ Var(X) die Standardabweichung (Streuung) von X.

m
Es gilt also | Var(X) = X (x; - W*P(X =x;), Wy = {Xl, e s Xm}
i=1




Bemerkungen :

1. Varianz einer konstanten Zufallsgrofie

Var(X=c¢) = Var(c) = 0

2. Formel fiir die Varianz

Leichter berechnet sich die Varianz einer Zufallsgrofe X mit dem Erwartungswert p mit

Var(X)=EX?) -2

Beweis :

Var(X) = X (x;— w2 P(X=x,) = = X (x> —2xu—p?)P(X=x,) =
=1 i=1

m m m
= YxP(X=x) - 2uTxP(X=x) + WX PX=x)= EX? - 2up + p’= EX?) - p?

Anwendung auf das Einfiithrungsbeispiel :

Var(X) = 420,1 + 5208 + 6%0,1 — 52 =02 = ox=0,4472
Analog ergibt sich Var(Y) = 0,6 = oy =(0,7746 und Var(Z) = 3,2 = o57=1,7889

3. Varianz einer lineare Funktion einer Zufallsgrofie

Ist X eine ZufallsgroBe und sind a, b € R, dann gilt

Var(aX +b) = a’Var(X)

Beweis : Nachrechnen




Anwendung :Standardisierung einer Zufallsgrofle

Definition :

Ist X eine ZufallsgroBle mit dem Erwartungswert i und der Standardabweichung ¢ > 0,

dann heif3t die ZufallsgrofB3e

die Standardisierung von X.

Satz :

Es gilt E(T) = 0 und Var(T) = 1

Beweis : Nachrechnen

Beispiel :
Experiment : Werfen zweier L-Tetraederwiirfel
ZufallsgroBe : Augensumme

Wahrscheinlichkeitsverteilung von X :

X 2 3 4 5 6 7 8
P(X = x) 1/16 2/16 3/16 416 3/16 2/16 1/16
EX) =5 VarX) =2,5 ¢ = /Var(X) = 1,58
= 28
6 -1,9 -1,3 -0,6 0 0,6 1,3 1,9




Wihlt man 1 als Histogrammbreite fiir die Wahrscheinlichkeitsverteiltung von X, dann be-

. Entsprechend wichst die Hohe auf

1
c

tragt die Histogrammbreite fiir die Standardisierung

das o —fache.

Wahrscheinlichkeitsverteilung der
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10.5 Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung zweier Zufallsgroen

Beispiel :

Experiment : Zweimaliges Werfen eines Laplace-Tetraeder
Zufallsgroe X : Minimum der Augenzahlen

ZufallsgroBe Y : Augenzahl beim 1. Wurf

Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion von X bzw. Y

X 1 2 3 4

P(X = x) 7/16 5/16 3/16 1/16
y 1 2 3 4

P(Y = y) 1/4 1/4 1/4 1/4

Sie gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt die Wahrscheinlichkeiten an die die Zu-
fallsgroffe X den Wert x und Y den Wert y annimmt.:

y/X 1 2 3 4

1 4/16 0 0 0 1/4

2 1/16 3/16 0 0 1/4

3 1/16 1/16 2/16 0 1/4

4 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4
7/16 5/16 3/16 1/16

LXK
ARRRK




Meist sind auf dem Ergebnisraum eines Zufallexperiments mehrere Zufallsgroen definiert.
Zwischen diesen ZufallsgroBen konnen Abhidngigkeiten bestehen.

Definition :

Seien X und Y auf demselben Ergebenisraum Q eines Zufallexperiments definierte Zufalls-
g roflen und

wy : Wy = R wx X > PX=x) wy:wy—R wy:y = P(Y=y)
seien die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Dann heif3t

wxy : Wx X Wy 2R wyy i (xy) > PX=xAY=Yy)

die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zufallsgroflen.

Satz von den Randwahrscheinlichkeiten :

Ist Wy ={ b SHIRIRED } und Wy, = {yl; sl yn} , dann gilt

PX =x) = ZP(X = Xi/\Y=yj) P(Y = yj) = ZP(X =x;AY = yj)
J i

Der Begriff der Unabhéngigkeit wird auf Zufallsgrof3en ausgedehnt.

Definition :

Die ZufallsgroBen X und Y heilen unabhingig voneinander, wenn fiir ihre gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt

PX = x;AY=y) = PX=x) -P(Y=y) Vij, 1<i<m,1<j<n




Beispiel :

Experiment : Werfen zweier Laplace-Wiirfel
2
Ergebnisraum : Q = 11,2,3,4,5,6

X:Q—> R X:®— Augenzahl des 1. Wurfs
Y:Q—> R X:o— Augenzahl des 2. Wurfs

X und Y sind voneinander unabhingig, denn

: . 1 1
PX=1AY=)) = 66" 36




10.6 Summe und Produkt von Zufallsgrofen

Beispiel :

Experiment : Zweimaliges Werfen eines Tetraederwiirfels

X: Q=R

X : ® — Augenzahl des 1. Wurfs

Y: Q—R

Y : ® — Augenzahl des 2. Wurfs :

Summe und Produkt dieser zwei Zufallsgrolen sind definiert durch

X+Y: Q>R , X+Y: 00— X(w+Y(w)

bzw.

XY: Q>R ,XY:o— X(0)Y(®

Esist E(X) = E(Y) = 2,5 Var(X) = Var(Y) = %
x/y 1 2 3 4 x/y 1 2 3 4
1 2 3 4 5 1 1 2 3 4
2 3 4 5 6 2 2 4 6 8
3 4 5 6 7 3 3 6 9 12
4 5 6 7 8 4 4 8 12 16
Wahrscheinlichkeitsverteilungen :
X+y 2 3 4 5 6 7 8
PY+Y=x+y) 1/16 2/16 3/16 4/16 | 3/16 | 2/16 1/16
Xy 1 2 3 4 6 8 9 12 16
PX-Y=xvy) | 1716 | 2/16 | 2/16 | 3/16 | 2/16 | 2/16 1/16 2/16 1/16




Damit ergibt sich

ol 22 43 4 3 52 o1
E(X+Y)—2-16+316+416+516+616+716+816—S—E(X)+E(y)

Var(X+Y) =2,5 = Var(x)+ Var(y)

E(X'Y) = % = E(X)-E(Y)

Var(X-Y) = 30,25

Definition und Satz :

Seien X und Y zwei auf demselben Ergebnisraum Qdefinierte Zufallsgroen und a, b € R.
Dann heiflen

X+Y: Q> Rmit(X+Y)(®) = X(m)+ Y(®)

Summe und

XY : Q- R mit(X-Y)(®) = X(0)- Y(®)

Produkt der Zufallsgroen X und Y.

Allgemein gilt

E(@X + b'Y) = a(X) + b-E(Y)

Speziell gilt also

EX +Y) = EXX) + E(Y)

Sind X und Y unabhéngig voneinander, dann gilt auch

Var(X+Y) = Var(X)+ Var(Y) |und | E(X'Y) = E(X) - E(Y)

Bemerkung :

Fiir Var(X-Y) ldsst sich keine Aussage treffen.




10.7 Die Ungleichung von Tschebbyscheff

Je grofler die Varianz einer ZufallsgroBe desto grofler ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
Wert; den die Zufallsgroe bei der Ausfiithrung des Zufallsexperiments erhilt, starker vom
Erwartungswert abweicht. Eine Abschitzung gibt

Satz :

Ist X eine ZufallsgroBe mit dem Erwartungswert L und Var(X) > O und ist € € R",dann gilt

P(|X—u| > ¢g) < VLZ(X) — P(|X—u|gg)>1_ VLZ(X)
y €
P(|X—IJ«|28)S% @P(|X—|,L| <g)21_%

Beweis :

2 T (-2 PX=x)>¢ T PX=x)=¢P(|X-u|)>e
Ixy—ul>¢€ Xy~ > €

Analog beweist man die anderen Ungleichungen.

A
P(X=x)

)

u—oc 1 u+o

02 1

Fiire = k-c ethilt manP(X — p| <k-0) > 1 - 5 = 5
(k-0) k



Das ergibt speziell

k 1 2 3 4

P(|X—p|)£k-c) 0 % 75 % 88,89 % 93,75 %

Beispiel :

Experiment : Werfen zweier L-Teraederwiirfel

Zufallsgrofle X : Augensumme

Schitzen Sie mit Hilfe der Ungleichung von Tschebbyscheff ab, wie grofl die Wahrschein-

lich-eit ist, dass der Wert der Zufallsgro8e um mehr als € = 2 vom Erwartungswert abbeicht
und vergleichen Sie mit der genauen Wahrscheinlichkeit.

Losung :
P(|X—5|>2) < VLgx) - % — 62.5%
€ 2
Genaue Wahrscheinlichkeit : P( |X— | >2) = 2-(1—16 + 1—26 — 37.5%

Die Ungleichung von Tschebbyscheff ist eine sehr grobe Abschitzung.




Anwendung : Der Mittelwert

Bei der praktischen Bestimmung des Mittelwerte E(X) einer Zufallsgrofle X fithrt man das
zugehorige Zufallsexperiment n-mal aus. Der Mittelwert der Werte, die die Zufallsgrof3e bei
jedem Versuch liefert dann einen Schitzwert fiir den Erwartungswert. Die Wahrschein-
lichkeit, dass dieser Schitzwert in einem bestimmten Intervall um E(X) zentriertem Intervall
liegt, ist umso groBer je grofler n ist.

Sei X die betrachtete Zufallsgrofle

Sei X;, 1 <1 <n, der Wert der Zufallsgroe X beim i.ten Versuch zu.

Die Zufallsgrolen X; , 1 <i < n, besitzen dann die gleichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
d.h.t

E(X;) = E(X) Var(X;) = Var(X) 1<i<n
und sind voneinander unabhingig.

‘ — — X+ ..+ X
Der Mittelwert X ist gegeben durch X = ———

Das bedeutet aber

— X1+ e, T+ Xn 1 1
B = B = ey o+ B | = Lakoo = B

und

— X+ ..+ X
Var(X) = Var(

n

1 1 Var(X
) = E[Var(X1)+ ot Var(Xn)} = S nVarX) = Yard)



Beispiel :

Ein Laplace-Wiirfel wird 20 bzw. 100mal geworfen. X sei der Mittelwert der gewiirfelten
Augenzahlen.

a) Geben Sie jeweilsE(X) und Var(i) an.
Schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass X um hochstens 0,5 vom Erwartungswert ab-
weicht mit Hilfe der der Ungleichung von Tschebbyscheff nach unten ab.

b) Geben Sie jeweils ein moglichst kleines Intervall symmetrisch zum Erwartungwert an, in
dem mit mindestens 9%iger Wahrscheinlichkeit die Werte von X liegen.

¢) Wie oft muss man mindestens wiirfeln, damit mit mindestens 99%iger Wahrscheinlichkeit

der Wert von X um weniger als 0,1 vom Erwartungswert abweicht ? Verwenden Sie die
Ungleichung von Tschebbyscheff

Losung :
24
o0 e .12 _ 1
a)n = 20: E(X) = 3,5und Var(X) = 20 = 4%
7
P(‘X—3,5 <05) > 1--5 = 2 _416%
5 12
2y
 an . w _ o 2 _ 1
n = 100:EX) = 3,5und Var(X) = 15 = =7
7
P(‘X—3,5 <05) > 1- 20 = 22 _gg3g,
0,5 60
7
b)n = 20:P(‘X—3,5 <e)>1-8 200 o ex121
€

Intervall : I = [2,29; 4,71}

T

<g) > 1—%0 >09 o £>0,541

n = 100:P(‘§—3,5
€

Intervall : I = [2,950; 4,041}

35
<0,1) > 1—%20,99 & n>29167

b

) P( ‘§—3,5




