Vektor- und Spatprodukt

1. Berechnen Sie folgende Vektorprodukte

3 4 2 3 5 3t 2 t
a)|5|x|1| b)| 0 |xX|=5| ¢| 4 |xX|3| d|-4|x|t—-1
8 7 -4 8 -3 2t 3 2t

2. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABC

a)A(7| —3|1),B(2|0| 5),C(9| —3|1) b)A(5|2| —8),B(7|8|13),C(11|8|11)

3. Bestimmen Sie mit Hilfe des Vektorprodukts den Abstand des Punktes P von der Geraden
AB

a)A(2|3|O),B(1|—3| —2),P(5|8|4) b)A(llZl —1),B(4|4| —3),P(O|3|7)

4. Gegeben sind die Punkte A(— 1] -4] 3) und B(4 | O] 6). Bestimmen Sie einen Punkt C
auf der x3-Achse so, dass das Dreieck ABC den Flidcheninhalt 12 hat.

5. Die Grundfliche ABCD der vierseitigen Pyramide ABCDS ist ein allgemeines Viereck.
Es ist A(Z [ 3] 9), B(4 |5 5), C(4 | 6| 8) und D(3 |5 10) sowie der Punkt S(lOI 0] O).

Berechnen Sie das Volumen der Pyramide.

6. Die Punkte A(— 213] 1), B(4 | =1 2), C(l | =2| - 3) bilden die Ecken der Grundfliche

eines Tetraeders.

Die Spitze D liegt in der Ebene mit der Gleichung E : 3x| —2x, +x3—6 = 0 und steht senk-
recht tiber dem Schwerpunkt der Grundfléche.

a) Welches ist der groite Winkel der Grundfliche ?

b) Welchen Inhalt hat die Grundfldche ?

c) Wie lautet die Koordinatengleichung der Grundflichenebene G ?

d) Wie gro8 ist die Hohe h des Tetraeders ?

d) Die Gerade durch die Punkte A und D wird an der Grundflachenebene G gespiegelt.

Wie lautet die Gleichung der gespiegelten Gerade ?

7. Gegeben ist das Dreieck PQR mit P(O [0] O), Q(— 413 2) und R(l | =2 2).



a) Welchen Fldcheninhalt hat das Dreiecks PQR ?

b) Die drei Punkte P, Q und R bilden zusammen dem Punkt S eine Pyramide mit der Grund-
fliche PQR und der Spitze S. Wie lautet die Koordinatengleichungen der Ebenen, in de-
nen sich die Spitze S bewegen kann, so dass das Volumen V dieser Pyramide 75 betragt.

8. Von einer geraden, quadratischen Pyramide kennt man den Mittelpunkt M(7 | 10| 5) der

Grundfliche ABCD, die Spitze S(ll |12 | 9) und einen Punkt P(l() |10 | 10) auf der Sei-
tenkante SA.

Wie lauten die Koordinaten der Punkte A, B, Cund D ?

9. Gegeben sind die beiden parallelen Geraden

|3 2 I 2
p: X =|-=2|+A{2/undq: x =|6]+ A|2|
3 1 1 1

— |2 -3
sowie eine dritte Gerade g : x =

—
+
>
—

a) Wie grof3 ist der Abstand von pund q ?

b) Eine (gerade) quadratische Pyramide hat ihre Spitze S auf der Geraden g; je zwei be-
nachbarte Ecken der Grundfliche liegen auf p bzw. q.

Welche Koordinaten hat der Punkt S ?

¢) Wie lauten die Koordinaten eines weiteren Eckpunktes der Pyramide ?

Kugel und Kegel

2

— —

4
1. a) Man zeige, dass sich die Kugeln x = Qund| x — [4|| = 16 schneiden.
2

b) Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, in der der Schnittkreis liegt.

¢) Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius r des Schnittkreises.




2. Man bestimme die Gleichungen jener beiden Kugeln mit dem Radius 3, die die Kugel
_’
K: x ° = 36in dem Punkt P(—4| 2| 4) beriihren.

_’
3. Eine Kugel mit dem Radius 4,5 beriihrt die Kugel K : x ® = 81 und zugleich die Ebenen
E:x3=15undF:x, = 1,5.

Der Mittelpunkt von K liegt im ersten Oktanten . Welche Gleichung hat die Kugel ?

4. In einem kartesischen Koordinatensystem sind A(4 |—4| 4), B(Z 4] — 2) und

Ca(Za— 3|5a|6a+ 3), ae R, gegeben.

a) Das Dreieck ABC, bestimmt eine Ebene E,,. Stellen Sie eine Gleichung von E; in Koor-
dinatenform auf.

b) Bestitigen Sie, dass gilt : 7y = £LACB = 77,8°

c) Wenn alle Werte aus R durchlduft, bewegt sich C, auf einer Geraden g. Stellen Sie eine
Gleichung von g auf, und zeigen Sie, dass g auf E; senkrecht steht.

d) Zeigen Sie, dass alle Dreiecke ABC, gleichschenklig sind.

e) Der Mittelpunkt der Strecke [AB] sei S. Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass
C,S das gemeinsame Lot von g und AB darstellt.

3

2 1

> >

5. Vom Schnittpunkt S der beiden Geradeng:x = |6| + A| —1 |undh:x =
7 2

LS

+u 5
1

werden an die Kugel mit Mittelpunkt M(— 5|1 1] 2) und Radius r = 3]/5 die Tangenten

gelegt. Die Beriihrungspunkte begrenzen auf der Kugel einen Kleinkreis, der Grundflache
eines Drehkegels mit der Spitze S ist.

a) Ermitteln Sie den Radius des Kleinkreises.

b) In welchem Verhiltnis stehen die Rauminhalte von Kugel und Kegel ?




Losungen

3| |4 35-8 27
La)[5|x[1|=]32-21|=| 11
8] |7 3-20 -17
2 3 0-20 -20 10
b)| 0 [X|-5|=|-12-16|=|-28|= —214
—4 8 -10-0 -10 5
5 3t 8t+9 9+ 8t
o| 4 |x|3|=|-9t—10t|=| —19t
-3 |2t 15— 12t 15-12t
2 t —8t—3-(t—1) —11t+3 3-11t
d)| -4|x|t-1]|= 3t—4t = -t |=] -t
3 2t 2-(t—1)+4t 6t—2 —2+6t

2.a) Gegeben:A(7| -3 1), B(2|O| 5), C(9| -3 1)

— > — 2 7 -5
Seitenvektoren: AB = b — a =|0|—-|=-3(=| 3
5 1 4

— > 9 7 2

AC=c¢c - a=|-3|—-]=-3|=10

1 1 0



b) Gegeben:A(SlZl —8), B(7 | 8| 13), C(ll | 8| 11)

— — 2 7 -5

Seitenvektoren: AB = b — a =|0|—-|=-3|=| 3

5 1 4

s > 11 5 6

AC=c¢c — a=|8]|- 2 =16

11 -8 19
. 2 6 -12
Vektorprodukt : ABXAC =| 6 |[X| 6 |=]| 88
21 19 —24

— —

Flicheninhalt des Dreiecks ABC : Uypc = 3- ‘AB x AC ‘ - %-V122+882+242 — 46

3.a) Gegeben:A(2|3|O), B(l | =3 —2), P(5|8|4)

- —  — —> 1 2 -1
Richtungsvektor: v =AB=Db — a =|-3|-|(3|=|-6
-2 0 -2
O 2 3
Verbindungsvektor: AP = p — a =8| —-|3| =5
4 0 4
. -1 3 - 14
Vektorprodukt : ABX AP = | -6 |X|5| =] =2
-2] |4 13
— —>
AB x AP l/—
Abstand : d(P; AB) = = P0xar100 /39 _ o = 3

‘Xﬁ V1+36+4

b) Gegeben : A(1|2| —1), B(4|4| —3), P(0|3|7)



- - > —
Richtungsvektor: v =AB=Db —a =4 |—-| 2 |=]| 2
-3 -1 -2
— > — 0 1 -1
Verbindungsvektor : AP = p — a =|3| — =1
7 -1
—_ — 3 -1 18
Vektorprodukt : ABX AP =| 2 |[X| 1 |=|-=22
-2 8 5

— —
ABXAPL e
Abstand : d(P; AB) = _ V1874227457 % ~1/49 = 7
‘;,g /32422422

4. Gegeben : A(—l | —4| 3) und B(4 [0] 6)

Ansatz : C(O [0] z)

Seitenvektoren: AB = b — a =|0|—| —-4|= |4
6 3 3
AC=2z —-—a=|0|-|-4|=| 4
z 3 z-3
Vektorprodukt : ABXAC = [4|X| 4 |=]18-52
3 z-3 16
—_— —
Bedingung : Aype = 3 ABXAC‘ = %-V(4z—24)2+(18—52)2+162 = 12

Vaz-247+(18-522+ 16> = 24 & (42-247+ (1852 + 16* = 576



= z—Ovz—@
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cl(o 0] 2) bzw. c{o 0] %]

»

. Zur Berechnung des Volumens zerlegt man die Pyramide in
zwel Tetraeder ABDS und BCDS.

For Johanna only !

Aufspannende Vektoren :

- > 20 5 5 1
AB=b-a=|2 [AD=d—-a =|2| und
-4 1 ’7%
A B
- > — 8
AS=s—-a =|-3
-9
2 18 1 40
2 2 —3|= -36+12+16+64+6+18 = 80 = Vpps = ~-80 = 2
6 3
41 -9
- > — 0 » —» -1 — > — 6
BC=c-b=|1BD=d-b=|0|udBS=s-b =|-5
3 5 -5
0 -1 6 | "
I 0 -5[=15-30-5=-20 = Dypps= ¢ [-20| = 2
35 -5 6 .

.Gegeben:A(—ZlS | 1), B(4| -1 |2), C(l | =2 —3)undE:3x1—2x2+x3—6 =0

a) Der grofite Winkel im Dreieck liegt immer der ldngsten Seite gegeniiber.



—_— > — 4 -2 6
Seitenvektoren:AB = b — a =|-1|—-| 3 |=|-4
2 1 1

- > — 1 -2 3

AC=c —-a=|-2|-|3|=|-5

-3 1 -4

—> — — 1 4 -3
BC=c¢c-b=|-2|-|-1|=]|-1

-3 2 -5

Esist AB = /36 +16+1 = /53, AC = /9+25+16 = /50
und BC = }/9+1+25 =1/35

Der Winkel Y = £ACB ist der gro3te Winkel.

— —
Es ist cosy = CACB _ 16 = Y=67,5°
CA-CB 1/50/35
B 3 21 7
b)ABXAC =| —4|x|-5|=| 27 |=3] 9 =
1 -4 -18 -6

Wype = %1/212+272+182 - 1,57/166
c¢) Koordinatengleichung von E :
x;+2 6 3

Xo—=3 —4 =5 = 21x;+27x,—18x3-21 =0 G:7x;+9x,-6x3-7 =0
X3—1 1 —4

—
S

d) Schwerpunkt der Grundfliche :



—

1 7
Gleichung des Lotes: x = |0|+ Al 9
0

Schnitt mit der Ebene E: E: 3-(1+7A)=2-(-9A)+(-6A)-6 =0 & A= —1

Eingesetzt ergibt sich : D(— 6| -9 6)

Lotvektor: SD = | —9| - |0|=|-9| = h=SD=]49+81+36 =166
6 0 6
e) A ist Fixpunkt.
—  — — -6 7 8
BildpunktvonD: d" = d +2DS=|-9|+ 2| 9 |=| 9
6 -6 -6
— -2 10
Bildgerade AD': x =| 3 [+ u| 6
1 -7
7. Gegeben : A(—l | =4 3) und B(4 [0] 6)
a) Seitenvektoren: PQ = q — b = 3 [ -|0|=| 3
2 0 2
— > — 1 0 1
PR=r —p =|-2|-10|=]|-2
2 0 2
> -4 1 10
Vektorprodukt : PQXPR =| 3 (x| -2| =10
2 2 5

p—

Flicheninhalt des Dreiecks PQR : U pc =

|

— — 1
-|PQXPR| = El/ 100+100+25 = 7,5



Ansatz : S(xl | X5 | X3)

— —> —

1 1 1= = —
Bedingung : 6 PS,PQ,PR| = -75 v 5 PS,PQ,PR| =75
Xl —4. 1
X2 3 —2 = 10X1+1OX2+5X3 = 450 = 2X1+2X2+X3—90 = O
X3 2 2

bzw. 2x;+2x,+x3+90 = 0
8. Gegeben : M(7 | 10| 5), S(ll |12 ] 9) und P(lO | 10 | 10)
s 11 7 4 2
Lotvektor:MS = s — m =|12|—=[10|=|2|= 21
9 5 4 2
> 7 1 0
Grundflichenebene G: x = (10| + o:| =2| + T| =2
5 0 1
—
mit zwei Richtungsvektoren senkrecht zu MS.
Koordinatengleichung von G :
X1—7 1 0
X—=10 -2 -2 = =2x,;+14-2x3+10-x,+10 =0 & 2x;+Xx,+2x3-34 =0
X3—5 0 1
N 11 -1
Gleichung der Geraden SP: x = |12| + A| =2
9 1

Schnitt von SP mit G ergibt A :



22(11-M)+(12-20)+2-9+M)-34 =0 & A=9

Eingesetzt ergibt sich : A(Z | -6 18)

NN N 2 5 12
Fiir den Eckpunkt C ergibtsich: ¢ = a + 2AM =| -6|+ 2/ 16 | =] 26
18 -13 -8
5 2 45 15
Vektor, der auf AM und MS senkrecht steht:| 16 [x|1|=|-36|= 3] —-12
-13 2 -27 -9

Wegen 1224+26%+8% = 152+122+9? gilt dann fiir die Ortvektoren der Eckpunkte B
und D :

_ 7 15 22 N 7 15 -8

b=|10|+|—-12|=|-2|und d =|10| - | —-12|=|22

5 -9 -4 5 -9 14

. Uberlegungsfigur :
N 3 2 — |5 2 |2 -3
Gegeben:p: x =|-2|+ A2, q: x =6+ A{2|undg: x =|1|+A] 1
3 1 1 1 7 0
a) Aufpunkte von p bzw q

s —» |5 3 2

Verbindungsvektor: AB = b — a =|6|—-|-2|=| 8

1 3 -2

2 2 -12 -2
Vektorprodukt: |2 (x| 8 |=| 6 |=6] 1
1 -2 12 2

Abstand : d(p; p) = 144+36+144 _ ‘
Varant



b) Der Schnittpunkt der Symmetrieebene von p und q mit g ergibt die Spitze S der Pyra-
mide.

Als Aufpunkt der Symmetriebene dient der Mittelpunkt M Verbindungsstrecke der Auf-
punkte P und Q von pund q : M(4 |2 ] 2).

_’
Als Richtungsvektoren kann der Richtungsvektor v von p und ein Vektor senkrecht zu
— —
v und senkrecht zu PQ dienen :
— 2 s 2 2 12 3
PQ =] 8 = PQxv =| 8 [X|2|=| -4 |=4]|-1
-2 -2 1 -12 -3
—» |4 2 3
Parametergleichung der Symmetrieebene E: x = |2+ o 2| + 7| —1
2 1 -3
Koordinatengleichung der Symmetrieebene :
x;—4 2 3
Xp—=2 2 —1| = =5x;+9x,-8x3+18= 0
X3—2 1 -3

Schnitt mit der Geraden g : S(—Z% | 2% | 7].

Féllt man von S das Lot auf p bzw. q dann erhdlt man zwei Seitenmitten des
Grundflachenquadrats.

2 -2
Durch Anhéngen des Vektors | 2 |bzw. | —2 |erhilt man die Ortsvektoren der Eckpunkte.
1 -11

LotfuBpunkt des Lotes von S auf p : F(3% | — 1% | 3% ]

) 1,.1 .1
Eckpunkt ist dann z.B. (5 3 | 1 3 |5 6 j

Kugel und Kegel



1. a) I‘l = 3, I‘2 = 4, M1M2 = |/ 16+16+4 = 6

Also schneiden sich die beiden Kugeln.
Durch Subtraktion erhilt man

8x; +8x,+4x3—29 = 0

_’
c) Verbindungsgerade M|M, : x = A

(CRNNIN
I
kS
— NN

Schnitt mit der Schnittkreisebene ergibt M(l | 1 18 ng

Radius des Schnittkreises : MM, = 84l = r=|/9- 84l _ |/ % = ﬁ 455

144 144

2. Die Mittelpunkte der Beriihrkugeln liegen auf der Geraden OP im Abstand 3 von P :

N -4 -2
EsistOP =| 2 | =2 1
4 2

Also sind die Mittelpunkte der beiden Kugeln

—» |4 -2 -2 > |4 -2 -6
m =2 |—-|1|=|1|bzwmy=|2 [+]| 1 |=]3
4 2 2 4 2 6

und damit sind die Gleichungen der Beriihrkugeln gegeben durch
2 2

X —1 1 =9 bzw.| x -

3. Fiir den Mittelpunkt M(ml | m, | m3) der Kugel muss m, = m; = 6 gelten.



Aus m;2+m,2+m,2 = 13,5% ergibt sich dann m; = 10,5.

4.a)Es istCO(—3|O|3).

» | -3 7 5
ParameterformEy: x =| 0 |+ 0| 4|+ 1| 4
3 1 -5
Koordinatenform: | X, -4 4 | = 16x; +40x, + 58%;
X3— 3 1 -5

7
— > P
b)CoA = | —4| = C,A =149+16+1 =176

5
— S
CB=|4| = CyA=1V25+16+25 =166
-5
CoA-CB=35-16-5 = 14 14
oA CyB=35-16-5 = = oY= — — = Y=
V76 -1/66
- -3 2
¢) Gleichungvong: x =| 0 |+ 45
3 6
Skalarprodukte :
2 7 2 5
5|-|-4|=14-20+6 =0und|5|-| 4 |=10+20-30=0 = gLlE,
6 1 6 |-5




— 5_2a
CB=| 4-5a
—5-6a

= C,B = |/652>+66

a

e) C,S ist Symmetrieachse des gleichschenkligen Dreiecks ABC(, mit der Basis [AB}.

Fiir a = 0 ergibt sich die kiirzeste Schenkellinge der gleichschenkligen Dreiecke.

Also steht C,S auf g senkrecht.

5. a) Schnittpunkt der Geraden : S(l | 7] 5)

—

Verbindungsvektor : SM =

= SM=9

W AN &N

Damit ergibt sich fiir den Abstand des Mittelpunktes von der Schnittkreisebene :

= 3 (Kathetensatz) und fiir den Radius des Schnittkreises :

n =V G6Y3)7-3% = 3)2

4o B3
-9

L E O
b) Fiir das Verhiltnis der Volumina gilt : X =3 = 31/5

Yz Ara/vte !




