I. Defintionsmenge - Nullstellen

Gleichungstyp Losung
eX =g X = Ina
b
e =a X = %lna

ae” +be*+c = 0 |Uberfithrung durch Substitution u = e* in die quadratische Gleichung

au>+bu+c = 0

Aufgaben

1. Bestimme die Nullstellen von

1

a)f:x—>2 -1 b)f:x—>eX-3e*+2

b) Bestimme die maximale Definitionsmenge

X—
a)f:x%% b)f:x — ex 1 of:x—|/1-2¢

e* —2e* e*-2

II. Verhalten an den Rindern des Definitionsbereichs

Typ Methoden zur Grenzwertbestimmung
2 |a) Geeignete Umformung b) .I'Hospital : lim uls) lim & firae R bzw. a =10
0 v(x) V(%)
X —> XO X —> XO

u'x)

=2

a)) Geeignete Umformung b) .I'Hospital lim

ux) _
x—)xov(x) X = Xg ()

0-~ |Geeigete Umformung (Umwandlung des Funktionsterms in einen Bruchterm)

o — oo |Geeignete Umformung (Umwandlung des Funktionsterms durch Ausklammern)

lim V(%) firae R bzw. a =%

Ist f(x) = g[h(x)] die Verniipfung zweier Funktionen, dann untersucht man zur Bestimmung von

lim f(x) zuerst lim h(x).
X = XO X —> XO

Hat man lim h(x) = u, bestimmt, dann untersucht man lim g(u).
X = XO u— uO



Beispiele :

X

l.a) lim —— = lim - =0
X — o CX+1 X — o CX+_X
(&}
X H X H X
b) lim 6—2: lim S—z lim%:oo
X =00 X X —> o0 X X —> oo
2x X (X _
2.a) lim &=L = qim EFHDE=D _ p @iy =2
X X
x—>0+0 € —1 X — 040 e —1 X — 040
X X
b) lim = lim eT:l
x — 0+0 X — 0+0
. - . X H ) 1
3. lim xe" = lim — = lim =0-0
X — —oo X — —o0 e_x X — —oo —e_x
4. lim (x—¢€%) = lim [e*(==1)] = —oda lim = =0
X — oo X = oo et X — o e
1 1
5. lim e* =ocoweil lim — = cound lime" =
X = 040 x— 040 X U — oo
1 1
lim e®* =0+0weil lim — = —ocound lim e" = 0+0

X = 0-0 x—0-0 X U — —oo




II1. Ableitung - Monotonie - Extrema

Grundtyp

Ableitung

fx) = g(x)-e”

f'x) = gx)-e" +g(x)-e*

X

f _ _© £ — g(X)'eX_g'(X)'eX
% 7w ) [
f(x) = gle’] f'x) = g'le"]-e”
Aufgaben

1. Bestimme den Term der Ableitungsfunktion

2x
a)f:x—)x-el/; b)f:x— f *

of:x— x>+ 1)'61_
e +1

df,:x— E-eax

Die Monotonie einer Funktion kann sich an Nullstellen der 1. Ableitung, Definitionsliicken oder

Unstetigkeitsstellen dndern.

X<Xy | X=Xy | X>Xg Punkt (xq; (X))
f'(x) - 0 — Hochpunkt
f'(x) = 0 + Tiefpunkt
f'(x) - 0 - Terrassenpunkt
f'(x) — 0 — Terrassenpunkt

Bei Funktionenscharen unbedingt das Vorzeichen des Parametrers beachten !

Gegebenfalls eine Fallunterscheidung treffen.

Manchmal ist es giinstig, die Art des Extremums mit Hilfe der 2. Ableitung zu bestimmen

f'(xp) f"(xq) Punkt (x; (X))
0 + Tiefpunkt
0 - Hochpunkt

IV. Kriimmungsverhalten - Wendepunkt

Das Kriimmungsverhalten einer Funktion kann sich an Nullstellen der 2. Ableitung, Definitions-

liicken oder Unstetigkeitsstellen dndern.

X<Xp | X=Xg | X>Xp Punkt (xo; f(x))
f"(x) 5 0 = Wendpunkt
LK RK




X < Xq X = Xq X > X Punkt (xg; (X))

f"(x) — 0 - Wendepunkt

LK RK

Es gilt auch

f ”(XO) f '”(XO) Punkt (XO; f(XO))

0 + Wendepunkt

Im Wendepunkt steigt bzw. fillt der Graph einer Funktion lokal am stirksten.

Wendetangente und -nomale :

y = {'(Xg)(x=xq) + f(Xq) y = — %XO)'(X—XO) + f(xg) |falls £ '(xy) 0

Gegeben ist die Funktionenschar f, : x — x>+ %)'eax mitx € Rundae R, a>0.

a) Fiihren Sie eine vollstandige Kurvendiskussion der Schar durch. Charakterisieren Sie die
Schar insgesamt.

b) Zeichnen Sie den Graphen der Funktionenschar fiir a = 1 in einem sinnvollen Bereich.

¢) Sei nun p, eine Parabelschar mit der Gleichung : p, :y = a-(x>+ %)

Zeigen Sie, dass f, und g, im Normalfall drei Schnittpunkte haben. Rechnen Sie die drei Schnitt-

punkte fiira = 5 aus.

Berechnen Sie diejenigen Werte von a, fiir die sich die Graphen von f, und g, nur in zwei
Punkten schneiden. Erldutern bzw. interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

Losung :

2X

Z)e* =0 (x2+%):o o x=0vx=-

a) Nullstellen : f,(x) = x2+ %

Grenzverhalten : lim f,(x) = lim (x2+ 2)-ea”‘ = oo weil
X — o X —> o a

lim (x*+ 2?)() = oo und lim e® = o

X —> o0 X —>
. X2 x4y : 2
lim f,(x) = lim = lim = lim =0
—a ax 2_—ax

X — —oo X—> - € X X—)—Oo_ae_ X—>—d €



Extrema : f,'(x) = (2x+ %)'eax+ (x> + %)'eax-a = (ax>+2x + % + %)'eaX =0 =

_%ﬁvxzx_ﬂ

- a

=2-12 2 242 V22 i wp T ‘ZZVE 2‘221/5-&/5‘2 ist TP

a a a
Y
2
1
X
5 -4 -3 2 1 1
-
2X 2X 2X
Oax’+2) =X+ D)™ = X+2D)=0 v a=e*
a a a
2 1
x=0vx=-= v x= —Ina
a a

Es gibt nur zwei Schnittpunkte, wenn é-lna =0 = a=0

Die Graphen beriihren sich dann.




V. Integration

Typ Methode
feaxdx = l-fa-ea"dx = leax + C Substitution
a a
2 1 2 1 2 . .
fxealx dx = —'f2axeax dx = —e®™ + C Substitution
2a 2a
eX . .
f dx = In | ex+a| +C Substitution
e*+a

partielle Integration

fxeaxdx = x-leax—fl-leaxdx = lx-eaX — %eax + C
a a a a

fxzeaxdx = xz-leax - JZX-leade = l)(2-6alx - 2-fxea"dx =
a a a a

partielle Integration

(2mal)
_ lXZ,eaX _ 2 lx.eax_ ieax + C= lx2~eax— gx'eax+ z'eax+C
ala a2 a a’ a’
Aufgaben
1. Berechne
—X
a) f(x +1e™™dx b) j(ezx —2e)dx ) f(ex+ D(e* - 1)dx d) j f . dx
e+

Hinweis zu d) :

a

e " 1 1
f dx = f 5 dx und Ansatz : 5 = —+
e*+1 e*+e* et +e* et e*+1

(Partialbruchzerlegung)




2. Das Bild zeigt den Graphen der Funktion

f:x—= ™+ 1)2.

Berechne den Inhalt der unendlich ausgedehnten Fliche,
den der Graph von f im 1. Quadranten mit der y-Achse
und der Asymptote y = 1 einschlief3t.
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