Stammfunktionen und unbestimmtes Integral

1. Integration linear tranformierter Funktionen

a) Bestimme:

. 2%—1 .. 1 f . T
1) fe dx i) f0,5x+ 1 dx iii) |sin(4x+ 2)dx

b) Begriinde:

Ist die Funktion F(x) eine Stammfunktion der Funktion f(x), dann ist iF(ax +b) eine

Stammfunktion von f(ax +b).

2. Integration verkniipfte Funktionen

a) Bestimme
) f 2x-eCdx i) fx- C+1dx i) f L -n'ax
X X

b) Begriinde:
Ist die Funktion F(x) eine Stammfunktion der Funktion f(x),

dann ist F[g(x)] eine Stammfunktion von f [g(x)]-g'(x)

3. Logarithmische Integration

a) Berechne

i)f X ix ii)j L ix iii)f € dx

x2+1 2x+1 2e¢X+1

b) Begriinde:

Gilt fiir die  die Arstellung f(x) = % mit h(x) £ 0,

dann ist die Funktion F mit F(x) = Inh(x)| ein Stammfunktion von f.

4. Gib eine Stammfunktion von f bzw. f, an.



3

a)f:x - f(x) = —4 5 b)f,: x = f,(x) = ax-(2x-5)
X
. o 2 _ _ 3.7
o) f,:x = f(x) = sin(3— EX) df:x—>1fx) = 8-cos(§x— 1
, 1 6 , -3
e)f:x > f(x) = §x+2 Df,:x—>1f,(x) = 5
(ax+1)
o) f:x—f(x) = — 2 hyfix - f(x) = X2
3-/4x -5 X
i) f:x - f(x) = 2.2 DE:x > fx) = x+e' ™
K f, 1 x = f,(x) = 10ae ! Df:x = f(x) = e(1—¢)
m)f:x—f(x) = (e"+e_")2 n)f:x — f(x) = 80-(1—e 0%
. —4 . 3
o)f,:x > f,(x) = 3 pf:x—>fx)=
(ax+1) 2-x
) _ 8x—a ) _ 2
Qf, x> f(x) = =0 Nf:x - fx) = V2x+ ==
3x ]/;
eX
)f:x - f(x) = Hf:x > fx) = 5
2 +1 €e*+1)
WE:x - fx) = x2+ 1D v fix - fx) = 12

w)f:x > fx) = Iln;(+l x)f:x = f(x) = sinx-}/cosx + 1

x> 1
2 2)f:x > fx) =
2x7+1 x-Inx

yif:x > fx) =

. Zeige, dass die Funktion F mit F(x) = sinx —x-cosx eine Stammfunktion der Funktion f mit
f(x) = x-sinx ist.

. Bestimme eine Stammfunktion F von f, deren Graph durch den Punkt P(l | 2) geht.

D x o) = 272 b)fixofx) = 2sin(x)  ©) f(x) =

4x 2x+1




Berechnung von Flicheninhalten

1. Berechne den Inhalt der Flache, die vom Graphen von f: x — f(x) = x% — 4 mit den Koor-
dinatenachsen und der Geraden

ayx=1 bx=-2 o¢x=3

eingeschlossen wird.

2. Berechne den Inhalt der Fliche, die vom Graphen der Funktion f und der x-Achse begrenzt
wird.

a)f:x—>f(x)=2—%x2 b)f:x— f(x) = —(x—3)2+4
of:x—f(x) = —%Xz—%)ﬁg d)f:x%f(X)=%X2—%x3

3. a) Berechne den Inhalt der Flidche, die vam Graphen der Funktionen f: x — f(x) = 4 — X2
und h: x - h(x) = (x+ 1)2 — 1 begrenzt wird.

b) Berechne den Inhalt der Flache, die vom Graphen der Funktion f : x —>fF(x) = x2—1
und der Geraden g : y = 5 —x begrenzt wird.

2

c¢) Berechne den Inhalt der Fliche, die vom Graphen der Funktion f : x — (x) = x“—X, der

Geraden g : y = 4—x und der x-Achse im 1. Quadranten begrenzt wird.

4. Fiir jede reelle Zahl a> 0 ist durch f, : x — f,(x) = sin(ax) eine Funktion gegeben.

Der Graph der Funktion f, schlie3t schliet mit der x-Achse zwischen dem Ursprung und
der kleinsten positiven Nullstelle von f, eine Flidche mit der x-Achse ein.

Fiir welchen Wert von a hat diese Flache den Inhalt 2?

5. Der Graph der Funktion f mit f(x) = 1— iz’ die x-Achse und die Gerade x = u mitu>2
X
begrenzen eine Fliche.

Bestimme u so, dass der Inhalt dieser Fliche gleich 1 ist.

6. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =

4Xx_ 4 mit dem Graphen G.

a) Berechne in Abhiingigkeit von u den Inhalt A(u) der Fldche, die von G, der waagrechten
Asymptote von G und den Geraden x = 1 und x = u mit u> 1 eingeschlossen wird.

b) Fiir welchen Wert von u hat diese Fldche den Inhalt 10 ?



7. Berechne dasVerhiltnis, in dem dieWinkelhalbierende des 1. und 3. Quadranten die Fliche,
teilt, die der Graph von f: x — f(x) = 4— x> mit de x-Achse einschlieBt!

8. Untersuche, ob die unendlich ausgedehnte Flache, die der Graph der Funktion f im 1.Qua-
dranten mit der x-Achse und der Geraden x = 1 einschlieBt, einen endlichen Inhalt besitzt.

a) f(x) = % b) f(x) = 053+1

9. Untersuche, ob die bis ins Unendliche reichende die Graph der Funktion f mit f(x) = #

X

im 1.Quadranten mit der x-Achse und der Geraden x = 1 einschlief3t, einen endlichen In-
halt besitzt.

10. Fiir jede reelle Zahl a>0 ist durch f, : x = f(x) = a— x? eine Funktion gegeben, deren
Graph mit der x-Achse eine Fliache einschlief3t.

Bestimme a so, dass diese Flache den Inhalt 10 hat.

11. Berechne den Inhalt der Fliche, die vom Graphen G der Funktion f mit f(x) = % —1, der

Tangente an G an der Stelle x = 1 und der x-Achse begrenzt wird.

12. Berechne den Inhalt der Fliche, die vom Graphen G der Funktion f mit f(x) = x+ % und

der Normalen zu G an der Stelle x = 2 begrenzt wird.

13. Untersuche den Inhalt der nach links ins Unendliche reichenden Fldche, die vom Graphen

der Funktion f : x — f(x) = 1+e%, der waagrechten Asymptote des Graphen und der
Geraden x = -2 begrenzt wird.

Modellierung

1. Der Graph der Funktion f mit f(x) = 5— %, die x-Achse und die waagrechte Asymptote
X

des Graphen von f sowie die Geraden x = —1 und x = 1 begrenzen eine Fliche (alle Ko-
ordinatenin Meter).

Diese Fliche stellt die Seitenansicht eines 2 m breiten und 8 m langen Briickenpfeilers aus
Beton dar.

Welche Masse hat der Briickenpfeiler, wenn ein dm? Beton die Masse 2,3 kg hat?

Stammfunktionen und unbestimmtes Integral




1. Integration linear tranformierter Funktionen

) fez"‘ldx - %.e%-uc

ii)f L 4x = 21nj0,5x+ 1]+ C
0,5x+1
oo .. _ 1 T
1ii) fsm(4x+ 2)dx =7 cos(4x + 2)+C

b){i-F(aX+b)} - if(ax+b)-a — f(ax +b)

2. Integration verkniipfte Funktionen

a)i) f2x-exzdx = XHC

3
i) fx- 2+ 1dx = (x2+1)2~%+C

1 1 4. 1L 1 5
111)fX2-(X—l)dX— 5(X 1) +C

)| Fleeo1| = fla(ol€()

3. Logarithmische Integration

a)i)f 22" dx = In(x>+1)+C
x“+1

ii) fleﬂdx _ %-ln|2x+1| +C

iii)j € 4x = Lin@et+1)+C
2e*+1 2



b) Kettenregel!

. Gib eine Stammfunktion von f bzw. f, an.

3 _ 3.5

a) f(x) = — x? = Fx)= -

4x2 4

b) f,(x) = ax-(2x—5) = 2ax*~5ax = F,(x) = %ax3— %axz

O, = sin3-2x) = F) = —cosG-20(~ ) = Lcos(3- )

_ 3= ~ gain(3x_ %2 _16 . 3 T
d) f(x) = 8COS(2X 4) = FXx) = 8s1n(2x 13 =3 sm(2x 4)
6 7 7
(1 _uf1 LT, 21
e) f(x) = (2x+2J = FXx) = 7 (2x+2J 2 = 7 (2x+2J
DI = — 2= = =3@x+ 17 = Fx = -3ax+ ) E = -y
(ax+1) a a
_1 3 1
9 f(x) = —2— = %-(4;;—5) 2 & FK) = %.—(4"—15) .i - %.(4)(_5)2
3-/4x-5 2
_x=2 _1_2 _1 , - _ -1 _ 2
h) f(x) = 2 = X_X2 = X—ZX = FX) =Inx|] + 2x7 = In|x| + "
D) = 26271 = F(x) = 2.2 % = ol
Df:x > fx) = x+e'™
R £,00 = 100 = Fx) = 100 (= 4) = - L
a

1) f(X) — eX.(l_eX) — eX_eZX — F(X) — eX_eZX.(_%) — ex_'_%‘er

m) f(x) = (e"+e_")2 =eP+2+e > = FKX) = %.ex+2X_ %-e_

2X

1

) f(x) = 80-(1 ") = 80-80¢ % = F(x) = 80x -89 0 —



= 80x + 1600-¢~005%

-2
0) f,(x) = —4 ;= —4@+1)” = Fx = g @+ D T L8y
(ax+1) -2 a a
3 1
p) f(x) = = FX) =3In2-x|- — = —3In]2—x]
2—-X -1
_8%-a _ 8 a _ 8 a - _ 8, 8 -1
q) f,(x) = 32 X 32 3x 3 X7 = FKX) = 3 In|x| + 3 X
2 3.2 20 1 3 3
) f(x) :1/§+7 = @02 +2x 2 = Fw = P a2 X = 1en? e’
X 2 2
ex X 1 1 X
8) f(x) = = FX)=InRe"+1)= = = In(2e"+1)
o 272
X X -1
0 f:x - f(x) = S=@+D)? = Fo= &)
(€ +1) -1 11
4 x+D> 11 5
wf:x—ofx) = xx*+1) = FKx) = == —(x>+1)
5 2710
_Inx _ 1 _ (nx)?
v) f(x) = < = X Inx = F{X) = >
Vinx+1 _ 1 3 Inx + 1 : 2 3
w i) = AL = Lance)? = R = I = 2ancen)?

2

1

x) f(x) = sinx-}/cosx+1 = sinx-(cosx + 1) SR

3 3
2 =
2
y) f(x) = x — Fx) = In@x*+1)-L
x4+ 1 8
Dfxofx) =+ =L 1 Fx) = Infnx]
' ~ xInx X Inx Bl

. Zeige, dass die Funktion F mit F(x) = sinx —x-cosx eine Stammfunktion der Funktion f mit
f(x) = x-sinx ist.



6. Bestimme eine Stammfunktion F von f, deren Graph durch den Punkt P(l | 2) geht.

3x-=2 . P _ 1
ix b) f:x = f(x) = 2-sin(nx) ¢) f(x) = 1

a)f:x - f(x) =

Berechnung von Flicheninhalten - Losungen

1. Berechne den Inhalt der Fldche, die vom Graphen von f: x — f(x) = x% — 4 mit den Koor-
dinatenachsen und der Geraden

a)x =1 b)x=-2 ¢)x=3

eingeschlossen wird.

Aufgabe 1

1

1
[ -aax = [%3—44 =1-a=-4 = o =4
0

3 ) 3 3
2 i T
2_ L 4 28 _g- _16 _ 16
j(x 4)dx = 3x 4x0—3 8 = 3 = A, = 3
0 (- -
3 i B
2_ _| L3 —9_12) - (8 _g =1 _ 16 7 _ 23
J(x 4)dx = 3% 4x2—(9 12) (3 8)—3 = A3 = 3t3=3
2 - -
Aufgabe 2
a)Nullstellen:f(x)=2—%x2=0 & x=-2vx=2
2 2
Loy 13 248 _ 8 _,8_16
f(Z 2);)—{2)( 6Xl)_4 6-3 — A—23— 3
0

b)f:x = f(x) = —(x=3)>+4

Nullstellen: f(x) = —(x-3)’+4=0 & (x-3’=4 o x=1vx=>5



> 5
f[—(x—3)2+4]dx= Lxoapaax| = =8 420 —(0+12): 16
3 N 3 3
3
= A=2 16 _ 32
3
1 » 1 9
¢) Nullstellen : f(x) = - 3X —§x+§ =0 = x=-45vx=
3 3
e 1o 9 213 129 _
f( 3x 2x+2)dx —{ 9x 14X +2xl45 = 23,4375
-45 ’
) _ 32 13
df:x>fx) = S X T 5X
Nullstellen: x =0 v x =3
3 3
32 Vg | L3 Ll _ 27
f(zx 2x)dx-[zx SX}O— 3
0
Aufgabe 3
a) Schnittstellen: f(x) = h(x) < 4-x> = (x+1)*-1 & x=-2vx=1

fx)—h(x) = G—x)—[(x+1)°=1] = 5-x2 = (x+1)* = 4—2x*—2x

20

3 =7

SSIEN

+

1
1
f(4 —2x? - 2x)dx = {4){ - %x3 - xz} =
2
-2



[
/

a) Schnittstellen: f(x) = g(x) < xX’-1=5-x & x=-3vx=2

f(x)—g(x) = x> +x—6

2
2
2t e o | Lo Lo o |P_ _12s _ 125
f(x + X 6)dx—[3x +2x 6xl3— 6 = A= 6
-3
A
y




o))

¥y x

Schnittstellen: f(x) = g(x) < x>

f(x)—g(x) = x> —4

2 D

2_ _(1.3_ __9
f(x 4)dx = {3)( 4X} = 3
1

1

- 3

| I

—-Xx=4-x © x=-2vx=2
_ 1 qa2 31

A_2(4+3)1+3_ 6

Aufgabe 4

Kleinste positive Nullstelle: sin(ax) =0 = ax =T = X

A(a)) = fsin(ax)dx = {— icos(ax)}
0

o A

Bedingung: % =2 = a=1

1 1
= — —cosmt+ —cos0 =
a a

ISP

IS )

Aufgabe 5




v><

L
| ;

AQu) = f(1——42)dx - {x+ 4}1] - (u+%)—(2+2) - u+§—4
X
2

Xh
Bedingung:

A(u)=u+%—4=1 = wW-5u+4=0 = u:4v(u:1<2)

Aufgabe 6
a) Waagrechte Asymptote: y = a(x) = 4
_ 4
a)—f(x) =

u
A) = f%dx - [4'lnx}lll - 41nu
1

b)A(w) =4Ilnu=10 = u= 32’5

Aufgabe 7

2 2
f(4— x?)dx = {4){ - lxﬂ - 16
) 37 3

Positive Schnittstelle: 4—x*> = x & x°+x-4=0 = Xx,=

—1+l/ﬁ
2

fx)—x = 4—x—x>



Aufgabe 8

Y iu
a)A(u)=f%dX=[—%:| = —%+2 = lim A(u) =2
| X

1 u— oo

u
b) A(u) = fO 53_'_ 1 dx = [2-ln(0,5x+ 1)}111 = 2:In(0,5u+1)-2In1,5 = lim A(u) = o
1 9

u—> oo
A
y
4
3
2
1 M
\\_ .
Tt 31178777

Aufgabe 9




v><

1
1
AQ) = I#dx = [21/2} =2-2/u lim A() =2
X u

u—0

Aufgabe 10

- Va

Nullstellen: f,(x) = a-x>=0 = x=-Jav

>

Va
(@a—xM)dx = ax— 13" = alfa- La/a = Zal/g = A(a) = ial/g
3%, 3 3 3

0

3
Bedingung:%a a=10 = 21]/—:1—25 = a3:2735 = a= |/27i5

Aufgabe 11

v><

Tangentengleichung: y = —5x+9

Schnittstelle mit der x-Achse: x = 1,8

5
f(% —1) = [5~lnx—x}51 = (5In5-5) — (5Inl—1) = 5In5—4
1



1

Dreiecksfliche: A, = 5084 = 1,6

[\

Gesuchte Fliache: A = 5. In5-5,6

Aufgabe 12
A
/ /
Q /
o /
7 //
5 /
:
N /
5 /
\ /
4 /
\ /
\
3+ W
2
1
X
-
THHIN T T
Normale: y = —2x+7
Schnitstellen: x = % v x =2
2
f(x)—n(x) = 3x+;—7
2 2
2_ 320k — _[._}_l.l_l
J(3x+X 7)dx—{2x + 2-Inx 7XL— 6+21n2—-14 {6+21n3 3
1
3

A= % —2:In6

= —==+2In6

Aufgabe 13




' A
| y
: 3
|
|
|
e T T : 1
|
l >
8 7 6 5 -4 -3 I'z -10
| -
| 1
|
I
Asymptote: y = a(x) = 1
f(x)—a(x) = >
-2
B 0,5 2
Au) = f e¥¥dx = |2 =2e1-2e"" = lim Aw) = =
u u u— o ¢
Modellierung
1. Der Graph der Funktion f mit f(x) = 5— LZ , die x-Achse und die waagrechte Asymptote
X
des Graphen von f sowie die Geraden x = —1 und x = 1 begrenzen eine Fliche (alle Ko-

ordinaten in Meter).

Diese Fliche stellt die Seitenansicht eines 2 m breiten und 8 m langen Briickenpfeilers aus
Beton dar.

Welche Masse hat der Briickenpfeiler, wenn ein dm? Beton die Masse 2,3 kg hat?




