8 Produktregel und Quotientenregel

3 Differenzieren mit der Produktregel
a) f(x) = (x> -2x - 1)-(x>+3) = X - 2x> = x> +3x°—6x -3 = X>+X°—x>—6x—3
= f'(x) = 5x*+3x>-2x-6
Mit der Produktregel:
f'(x) = B3x2=2)-(x>+3) + (X’ =2x—1)2x = 3x*=2x>+9x*—6+2x*—4x>-2x =

= 5x*+3x*>-2x -6

b) f(x) = 2x*—x+2)-(0,5x>—x—3) = x* = 0,5 + x> = 2x° + x> = 2x — 6X° +3x — 6 =
= X4—2,5X3—4X2+X—6
= f'x) = 4x>-7,5x>—8x+1
Ableiten mit der Produktregel:
f'(x) = (4x—1)(0,5x>—x—3)+ 2x°—x+2)-(x—1) =

= 20— 0.5%2 —4x2+ X — 12X + 3+ 2X° = X2+ 2x = 2x2+x =2 = 4x°—7.5x°>—8x + 1

O f(x) = (x—=1)(x+3) = x>—x+3x-3 = x>+2x-3
= f'x) =2x+2
Ableiten mit der Produktregel:

f'x)=1x+3)+x-1)1 = x+3+x—-1 =2x+2

d) f(x) = (X*—x*+1)-(x*—2x+2) =
= x0—x*t+x?-2x0 +2x0 —2x + 2x* —2x%+ 2 = X020 +xt 2P - xP - 2x 42
= f'(x) = 6x°—10x* +4x> +6x>—2x -2
Ableiten mit der Produktregel:

Frx)= (4x3=2%)- (2 =2x+2)+ (x* = x" +1)-(2x = 2) =

= 450 = 2% = 8x  +4x2 + 8 —4x +2x° - 2x3 + 2x — 2x* +2x2 -2 =
= 6x° — 10x* +4x> +6x2 -2



e) f(x) = P +4x)(x>+3) = x%+3x> +4x* +12x = xO+4x*+3x3 + 12x
= f'x) = 6x>+16x>+9x>+12
Ableiten mit der Produktregel:
£'(x) = Bx2+4)(X°+3)+ (x> +4x)3x% = 30 +4x° +9x>+ 12 +3x° + 12x° =

= 6x°+16x°+9x%+12

f) f(x) = (0,25x> - 2x +4)-2x> +4x-3) =
= 0,55 —4x* +8x° + x> - 8x2 +16x - 0,75x> + 6x — 12 =
= 0,55 —4x* +9x> - 8,75x> +22x — 12
= f'(x)=2,5x" = 16x° +27x> = 17,5x + 22
Ableitung mit der Produktregel:
f'(x) = (0,5x —2)-2x> +4x —3) +(0,25x%> = 2x + 4)-(6x> +4) =
= x =43+ 2x% - 8x — 1,5x + 6+ 1,5x* — 12x° + 24x% + x> = 8x + 16 =

= 255" —16x° +27x2 = 17,5x + 22

4 Quotientenrgel
a) f(x) = _X = fv(x) — 1(X+1) —le _ 1 .
X (x+1) (x+1)
Dekx) = - = gl = ZUFIN Z xS :
h+3x (1+3x) (1+3%)
2 5 ; ;
Of) = 1L = fip = A Umpd crodinl |z rdd]
z+2 (z+2) (z+2) (z+12)
Cirl ' Qt+1D-(E-1) — (E+t+1)2t 2+ 4t+1
Oy ="—5—"- = o= > 12 = 2
-1 @1 e

6x , 6-(15-x%) — 6x:(=2x) _ 90+ 6x>
e) g(x) = = g'(x) = =
8 15—x2 s (15— x2)* (15-x%’




2 2 2 2
f)h(z) = 4z°—5 = h'(x) = 8z-2z+1) — (422 —-5)-2 _ 8z +82+210 _ 2.4z +4z-;5
2z+1 2z+1) 2z+1) 2z+1)
5 Differenzieren auf zwei Arten
f(x) = Lz =x? = f'x) = —2x 73 = —%
X X
Ableitung mit der Quotientenregel:
fV(X) — O'X2_1'2X — _2
x* x>
6 Umformungen so, dass die Produktregel anwendbar ist
Vorgegeben :
1
g = V2x = gx) = —
V2x
gx) = cos2x—-1) = g'(x) = —2sin(2x—1)
(x) = sin 2 = 'xX) = lcos 2
g = S 3 g = 3092
g = 1+ = g =
X2 +1
= xZsin| % () = 2xsinl X1+ Lx2cosl X
a) f(x) = x &n(zj = f(X)—-ZXSH{Zj-+ X an(zj
_ 2 N | 2 _ 5x2-3x—1
b) f(x) =1/2x - (=x—-1) = f'x) = —-x—x-1) +2x@x-1) = 2 =2X=2
V2x V2x
Ofx) = V1+x2 cosx—1) = £'(x) = ———-cos@x—1) — 2/ 1+x% - sin@x—1) =

|/ 1+x2

_ cos@x—1) = 2(1+x°) - sin@x— 1)

|/ 1+x>




-|/x2+1 +)/2x —= =

d fx) =23 +2x = 1V2x Vx2+1 = f'(x)zl/%
X X2+ 1

X2+ 1 42xx _ 3x%+1

) VZ"/X2+1 ) |/2X3+2X

>
e) f(x) = sin{%] = sin{%] sin{%] = f'x) = %cos{%]sin(%}+sin(%}%ms{%] =
— <inl X X
= sin 5 |-cos| 3

f) f(x) = [/ 2x° —4x?+2x :VZ-(x—l) = f'x) = Lz.(x_l)_ﬂ/g _ 3x=1
X

V2x V/2x
6 Potenzfunktionen
0= 5 = fx)= 2 = 27
X X
7 Umgehen der Quotientenregel
a) o 4xP+1 1 f(x) = _1+-L
f) = x- 2x 0 2x 2x?
b 2 f'(x) =3
) f(x) = 3x"+3x _ 3x (x)
x+1
c 2 2_8x—
) f) = P+ fi(x) = SX=8x 22
2x -1 2x-1)
d _4x2 \ 9 4
: fx) = = ?X :%—g f(X)=—;+;
X X
2 ' 2
3 f()():sz'—X5 1 f(X)=6X2—§x
f) f(x) = 2x -3 Fi(x) = 12 .
2x+3 (2x+3)
8 Tangenten
f(x) = 4—-x = f(x) = —12-x)-@4-x)(=1 _ 2 .
2-x (2-x)




X ) 0 1,5 2.5 6
f(x) 1.5 2 5 —3 0,5
£'(x) 1/8 1/2 8 8 1/8
A
v |
3 L__________-________.———-
p—— -——‘r
1
x
21— r 2 3,4 5 6 7 8§
[l -17
9 Berechnung der Ableitung
a) f(x) = (4x>—2x)- (x> +2x - 3)
= f'(x) = (12x>=2)-(x*+2x-3) +(@x>—2x)-(2x +2) =
= 20x* +32x3 —42x* - 8x + 6
b) f(x) = (XX —ax+1)(x*—a) =
f'(x) = 2x—a)(x>—a)+ (x> —ax+1)2x =
= 2% —2ax?—2ax + 2x
2 — . p—
o) f(x) = 3a2 — f'a) = 0-(1+x )2§a2x _ 6a;<2 - _ 6ax22
I+x (I+x9) (I+x9) (I+x9)
Of@) = =2 = —a = )= ——
1+x 1+x 1+x
4 3.4 4 4.3 3
, 43 (x*+4) — x*4 16
Ogx) = S = g = AN e o
x*+4 x*+4) (x*+4)
2 2 2
f) h(x) = tx“+2 o f(x) = 2tx-(x+1)—(t;( +2)-1 _ +2tx2—2
x+1 (x+1) (x+1)




10 Graph der Ableitungfunktion bzw. Stammfunktion
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11 Bestimmter Ableitungswert
_x, 3 ) = L - 3
a)f(x)—2+2X = f(x)—2 I
: L3 1 3 - _1/3 _1/3
Bedmgung.2 S22 = 2X2—1 = X = 5 VX = >
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b) f(x) = 1-x* l—x = f'(x)——i—l
X X 2
Bedingung: - — - 1= -5 = x——lvx—l
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o fx) = 2 -9 f(x) = 2X-(X+2)—(x2 91 _ x +4x4;9
x+2 (x+2) (x+2)
2
Bedingung:LX_;g: 6 -~ x=-7vzx=3
(x+2) 5
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12 Parallele Tangenten
2 . 1 , 2
Afx) =x" = f'x)=2x g(x):——2 = g(x):—3
X X
2)(223 = x=-1vx=1
X
ry
X
4 4
D) = —— = fix) = - g0 = 1 = g = ——
x+1 x+ 1) x—1 (x—1)°
1 1 = x=0




Yi

'
r

\

\

o) f(x) = —x>+2x-1 = f'(x) = —2x+2

gx) = =X o g(x) =
Xx—-2

(x—2)°

8
(x—2)°

-2x+2 = = x=0

13 Gleichungen von Tangenten

DI = 2 = 0=
x+1 (x+1)
o= Lo r_1 .1
mPOmj)y_4(x1y+2_4x+4

2 1
IIIP(2| gjy = §°(X—2) + g = §X+§
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b)f(x):4XT = () = 8x+5
X

In P(ll 2) cy = 10-(x=1) + 2 = 10x-8

InP(Zl 15):y = %-(X—Z) +18 = 3—23)(—15
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14 Tangenten

2X , 2:(x=2) — 2x-1 -4
f = =
2 =W (x—2)° (x—2)°

a) f(x) = <

2XO

Allgemeine Tangentengleichung im Beriihrpunkt B(x, |

2

0

4 2%
- ‘(X—Xqg) +
(xg—2)> (x=x0) Xo—2

y:



P(l | 1) eingesetzt:

4 2Xg
- (1=-xp) +
(xg—2)> (1=%0) Xo—2

1= L= (XO_2)2 = _4(1_X0) + 2X0(X0—2)

o x=-2-2//3vx=-2+2/3

4 4
y=-——"——-D+lbzwy= - ———-x-D+1
A
Y
3 S~
1
x
-1
b) f(x) = X+l f'(x) = 2-(2x=1) = (22X+1)'2 _ -4 :
ol @x-1) 2x-1)
i . . 2xo+1
Allgemeine Tangentengleichung im Beriihrpunkt B(x, | 5 . )-:
Xo—
4 2xp+1
y= -5 x=xp +
(2x9—1) 2% 1

P(l | 1) eingesetzt:

1= ————(1-xp) +
(2xy—1)? 2x— 1

& (2xg-D? = —4(1-xp) + 2xg+1)-(2xy—1)

AW

y=-16-(x-1)+1
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15 Zuordnung des Graphen einer Funktion zu deren Ableitung

Es kann sich nur um den rechts unten eingezeichneten Graphen handeln.

2
f(x) = x+1 _ x+1 £1(x) = 1 x"+x-2)—(x+1)-2x+1) _
x) x+2)x-1) X2+X—2 = (x) (X2+X—2)2
_ —x*>—2x-3 1y \
()(2+x—3)2 ) \
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\\\

'
w

N

16 Konzentration eines Medikaments
2
t SN £1(0) = 0,16- 1-(t+2)" -t (2t +2) _

a) f(t) = 0,16 4
(t+2) (t+2)

(4220 _ o 2ot

t+2)° (t+2)°

= 0,16



£'(3) = —0,0064 (ﬂ&j £'(6) = —0,00125 (ﬂ&j
min min

Mittlere Anderungsrate im Zeitintervall [O min; 6 min}.

(6)=1(0) _ 0.015 _ o 00 ( %]
min

6 6

0,04T

mg bzw. mg/min

0,03\

\
—0,02
—0,01 ><

t.(min)

17 Ordnung der Pole

fx) = 28 mitga) £ 0
(x—a)"

g = Hattasal = 000t ool lotxoi -
(x—a)

und z(a) = g'(a)(a—a) — g(a) = g@)#0

(X _ a)n+1

G 18 Geradengleichung
1
A(4| 2) und B(— 5] gj
1 5
-5-4 -9 27







