Grenzwerte von Funktionen

Das Verhalten im Unendlichen - Konvergenz

Beispiel : f:x - —2* . D = R\{—1}
x+1
Wertetabelle
X 2 3 4 9 99 999
f(x) 1,33.. 1,5 1,6 1,8 1,98 1,998
2 —f(x) 0,66.. 0,5 0,4 0,2 0,02 0,002

Ergebnis : Der Funktionswerte von f ndhern sich immer mehr dem Wert 2 an.
Man nennt 2 daher den Grenzwert der Funktion f, wenn x unendlich grof8 wird und schreibt

lim 2% =2

Ko XtH1

und spricht "Der Limes von 2x
x+1

fiir x gegen oo ist gleich 2".

Graphische Veranschaulichung :

N

A Ba




Fiir den Graphen der Funktion f bedeutet das, dass er sich immer mehr der waagrechten
Geraden y = 2 nihert.

Man nennt die Gerade y = 2 eine waagrechte Asymptote des Graphen der Funktion.

Verallgemeinerung :

Definition :

Eine Funktion f, deren Definitionsbereich nach oben nicht beschrinkt ist, hat fiir x — oo den
Grenzwert a, wenn es zu jeder (noch so kleinen) positiven Zahl € ein s € R gibt, so dass

|a—f(x)| <
fur alle x > s ist.

Einfach gesprochen : Der Abstand zwische a und den Funktionswerten f(x) wird beliebig
klein, wenn x nur grof3 genug gewdihlt wird.

Man schreibt

lim f(x) = a
X — o0

und sagt f konvergiert gegen a.

Die Gerade y = a heifit dann (waagrechte) Asymptote von Gg. fiir x — oo.

Analog definiert man lim f(x) = a
X —> —oo

Beispiel : Bestimme s so, dass |2 — 2_31 < 0,01 ist, falls x > s ist.
X
2- 2% | <001 26+D=2X 1 01 o <001
x+1 x+1 X

Wenn x > — 1 ist, darf man die Betragsstriche weglassen.

31 <001 & 2<001x+001 & 199 <00lx 199 < x
X
Wihlt man als s =199, dann gilt |2 - 2_? < 0,01 fiir alle x > s.

X

Beachte :




"" ist das Aquivalenzzeichen.

Zwischen dem Aquivalenzzeichen stehen nur formverninderte Gleichungen oder Ungleichun-
gen.

Grenzwertrechenregeln

Satz :

Ist lim f(x) = a sowie lim g(x) = b, dann gilt
X — o X — o0

(1) lim [f(x)+ g(x)} =a+b bzw. lim [f(x)— g(x)} =a->b

X — oo X — oo

(2) lim [f(x) . g(x)} =ab (3) lim e g, falls b # 0 ist.

X oo X — o0 (%) b

Wichtige Grundfunktionen sind z. B. die Potenzfunktionen

1
_ 1 5
fix—>x"= —n,ne]N undf:x =>x 2 =

1
X Vx

Fiir sie gilt

Satz :

Esist im & = lim -L = Ofirne Nund lim &= = 0
X—> oo x" X— — o0 x" X—)OOV;

Beweis : trivial

Beispiel :

1s4 3 lyql
lim M = lim ﬂ — lim 2-3 4 ? _2-30+40 _ _1
koe 5=6X% yse 26 yohe 556 50-6 3




Ansonsten beniitzt man zum Nachweis der Konvergenz auch Abschitzungen.
Beispiel :

Gegeben istf: x — % mit D = R\{0}.

csinx 1y
X X

IA

Wegen — 1 <sinx <1 gilt dann —

M=
M=

Fiir die Funktion

g:xXx— i giltaber lim g(x) = lim i =0

X —> oo X —> oo
) sinx .
Also muss dann auch lim —— = 0 sein
X —> o0

Graphischen Darstellung :

f)

\-.______
X
0 1 2 3 —~— 4 -
__.—-_'_-'-

In der Mitte ist der Graph der Funktion f : x — % , der von den Graphen der Funktion

g ix—= i und g, : X = — i eingeschlossen wird.

1. Schrankensatz :

Sind f und g zwei Funktionen mit nach oben unbeschrinktem Definitionsbereich und ist

IA

|00 | < e

fiir alle geniigend groBen x sowie lim g(x) = 0, dann istauch  lim f(x) = 0
X — o X — o

Analoges gilt auch fiir x — —oo




Ein anloges Ergebnis ergibt sich, wenn der Graph einer Funktion f von den Graphen zweier
Funktionen g und h mit gleichen Grenzwerten im Unendlichen eingeschlossen wird.

2. Schrankensatz

Sind f, h und g drei Funktionen mit nach oben unbeschrinktem Definitionsbereich mit

h(x) < f(x) < g(x)
fiir alle geniigend groBen x und ist lim h(x) = lim g(x) = a, dann ist auch
X —> X — oo
lim f(x) =a
X —>
Analoges gilt auch fiir x — —oo
Beispiel :
2x+1

Gegeben ist die Funktion f: x —

I/ x> +1
Fir f gilt die Abschitzung

2x+1 2x+1 2x+1 2x+1< 2x+1 <2x+1

< < & < <
Vx2+2x+l ]/X2+1 V; x+1 |/X2+1 x

falls x > 0 ist.

2+ - 2+ -
Wegen Tim 2+ = jim ZTX — o und tim 2R o gim T5x 2o
x%oox-l—l x—)oo1+; X — o0 X X—>o0
ist daher auch
lim 2x+1 _»
x—e |/x24+1
2x+1 2x+1

und

Das folgende Bild zeigt die Graphen von f(x) = (rot) sowie von h(x) =

m x+1

g(x) = 2";1 (beide blau) fiir x > 0.




y <

Ein wichtiger Grenzwert

Fiir die Funktion f: x — % ,D = R\{0} gilt

. sinx
lim — =

x—0

1

Beispiel :

lim 51313); -5 sin3x — Qg SU % _ %mitu — 3y
x—0 X x—0 §'3X 0o—0 3°U 3

Divergenz

Hat eine Funktion fiir x — oo bzw. x — — oo keinen Grenzwert, dann sagt man, die Funktion
divergiert im Unendlichen.

Zwei Arten der Divergenz sind moglich

2

a) Beispiel : f: x — X +11 ,D = ]1;00]
X_

. 2 2
Polynomdivision : (x“+1): (x—1) = x+1+ I

X_

2 . 2
Wegen f(x) = x+1 + und lim =0
X+ x—1

X —



iberschreitet bzw. unterschreitet f(x) fiir x — oo bzw. x — — oo jede noch so grofle bzw.
jede noch so kleine Zahl. Man spricht von bestimmter Divergenz.

Der Graph der Kurve nihert sich der Geraden y = x + 1 an. Man nennt sie schiefe Asymp-
tote des Graphen.

b) Beispiel : f : x — sinx, D = R

[IANG TN

Die Funktion nimmt fiir x — o0 bzw. x — — oo jeden Wert im Intervall [ — 1; 1] immer wie-
der an. Sie oszilliert.

Man spricht von unbestimmter Divergenz.

Definition :

Eine Funktion f, deren Definitionsbereich nach oben nicht beschrinkt ist, hat fiir x — oo den
uneigentlichen Grenzwert o bzw. — oo, wenn es zu jeder (noch so groflen) positiven Zahl p
ein s € Rgibt, so dass

fx)>pu Vx >s bzw. fx)< —p Vx > s
Man schreibt
lim f(x) =co bzw. lim f(x) = — o

X —> o0 X — o0

Analog definiert man die beiden uneigentlichen Grenzwerte fiir x — —oo

Man spricht in diesem Fall von bestimmter Divergenz, andernfalls von unbestimmter
Divergenz.




Das Verhalten im Endlichen

Beispiel :

2 2
=1 p_R\{1}undg:x - -1
x—1 |X—1|

f:x—

, D =R\{1}

Eine Vereinfachung der Funktionsterme von f bzw. die betragsfreie Darstellung von g(x) er-
gibt

2_
, ol o x41, fallsx>1
x“—1 x—1
f(x) = = x+1bzw. gx) =
x—1 x2—1
=—-x+1 , fallsx < 1
-x+1
Graph von f :

=

Die Funktionswerte von f ndhern sich dem Wert 2, wenn man sich der Definitionliicke x, = 1

néhert. Man sagt f besitzt an der Stelle x, = 1 den Grenzwert 2 und schreibt lim f(x) = 2

x—1

Die Funktionwerte von g ndhern dem Wert 2, wenn man sich von rechts der Definitionsliicke
Xo = 1 ndhert und dem Wert —2, wenn man sich von links der Defintionsliicke néhert.

Man sagt, g besitzt den rechtsseitigen Grenzwert 2 und den linksseitigen Grenzwert — 2 und
schreibt

lim g(x) = 2und lim gx) = -2

x—1+0 x—1-0




Bestimmung von Grenzwerten

a) mittels Termumformung

Beispiel :

2
fm XEX6 g D& x=2 S
x>-3 X =9 X — -3 (x+3)(x=3) X — -3 X-=3 6

Begriindung (siehe Stetigkeit)
b) mit der h-Methode

Bei der praktischen Berechnung von Grenzwerten bildet man die Funktionswerte von f an
den Stellen x,+hund xy—h und untersucht das Verhalten dieser Funktionswerte, wenn h

gegen Null geht.
Beispiel :

2_
Firf:x — );—_11,D = [R\{1} und x = 1 gilt

Rechtsseitiger Grenzwert :

2
lim ) = lim f(xg+h) = lim f(1+h) = fim F =1 _
X — X +0 h—0 h—0 hoo (I+h)—1
2 2
= im LE2hEh =l ZhERT e sy =2
h—0 1+h—1 h—0 h h—0
Linkseitiger Grenzwert :
2
lim f(x) = lim foxg=h) = lim f(1—h) = lim 4= =1 _
X = Xg=0 h—0 h—0 hoo (I=h)—1
2 2
— lim 1-2h+h" -1 _ lim —2h+h" _ lim (2—h) = 2
h—0 1-h-1 h—0 —h h—0

Eine Funktion besitzt dann genau dann an der Stelle x, einen Grenzwert, wenn linkssseitiger

Grenzwert und rechtsseitiger Grenzwert existieren und gleich sind.

Grenzwertsdtze



Existieren fiir die Funktionen f und g die Grenzwerte an der Stelle X, und ist

lim f(x) = a sowie lim g(x) = b,
X — XO X = Xo

dann gilt

(1) lim [f(x)+g(x)} = a+b bzw. lim [f(x)— g(x)} =a-b

X — X X = X

(2) lim [f(x) . g(x)} = ab

X — X

@) lim & - 2 pncb20ist
e b

Divergenz an Definitionsliicken

Besitzt eine Funktion f an der Definitionsliicke x, keinen Grenzwert,
so sind drei Grundtypen des Verhaltens einer Funktion f an der Stelle x denkbar

a) Rechts- und linksseitiger Grenzwert existieren, sind aber nicht gleich.

b) Die Funktion oszilliert in den Umgebung von x, so, dass links- oder rechtsseitige Grenz-
wert nicht existieren.

Graphisches Beispiel : Oszillation in der Umgebung von x, = 0




¢) Die Funktionswerte werden mit Anniherung an die Definitionsliicke x, vom Betrag her be-
liebig grof3. Man schreibt dann

lim f(x) = o0 bzw. lim f(x) = —o
X = xo10 X = xo30

Die Gerade x = x heiBt dann eine senkrechte Asymptote des Graphen von f.

Der Nachweis dieses Verhaltens kann mit der h-Methode erfolgen.

Beispiel :

fix— Xl ,D = R\{1}

lim = lim " — im P s m el o —e
xo1-0X—1 1, o0-h)-1 hoo —h hoo B

und

im % = im0 oy L) - w
xo10X—1  p o+ —1 1, h hoo D

Graph mit senkrechter Asymptote (blau)




Die Ableitung einer Funktion

Tangenten an Parabeln

Schneidet eine Gerade eine Parabel in zwei Punkten, dann nennt man sie eine Sekante der
Parabel. Hilt man einen Schnittpunkt fest und bewegt den zweiten gegen ihn, dann geht die
Sekante in eine Tangente iiber, die dann mit der Parabel nur einen Punkt gemeinsam hat.

by

f(x1)

f(x0)

¥yx

/ x0 x1

Steigung der Sekante durch die Punkte P(x, ; yo = X¢?) und Q(x; 5y, = Xx;2):

Y1 = Yo X12— on
ms = =

Yo — Xo X1~ X

Steigung der Tangente im Punkt P(x, ; yo = X?) :

. X xg? (X +Xp) (X —Xp) :
mp = lim mg= lim ———— = lim = lim (x;+Xq) = 2x
X] = Xp x;—x X17%0 X; = Xp X1~ Xo X; = Xg
Ergebnis :

Die Tangente an den Graphen der quadratischen Funktion

f:x—)yzx2

im Punkt P(x, ; y, = X,?) hat die Steigung

mT = 2X0




Berechnung der Steigung der Tangente mit der h-Methode :

Steigung der Sekante bei Anniherung von rechts bzw. links:

L (xg+h? = x2 Xo2+ 2xph+h*=x,2  (2xo+h)h
mg = == = = 2X0+h
(Xo + h)—x, h h
bzw.
. (x,—h)2 = xg2  xg2-2xph+h* — xi2  (=2x,+h)h
(xo—h) = x —-h —h
Steigung der Tangente :
Rechtsseitiger Grenzwert : lim m§ = lim (2x,+h) = 2x,,.
h—0 h—0
Linksseitiger Grenzwert : lim mg = lim (2xy—h) = 2x,
h—0 h—0
Verallgemeinerung
A
Gf
Sekante
f<z))p-------—-—-—————————-
f(x,) —f(x,)
f(xy)) F————==

v

Die Funktion f sei fiir alle x in der Nédhe von X, definiert.

1. Die Sekante durch die Punkte P(x ; y,) und P(x; ; y,) des Graphen von f hat die Steigung

e = Yi— Yo  fxp)—1(x)
5T X1 —Xp - X1 —Xp

Man nennt diesen Bruch auch Differenzenquotienten.



2. Die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(x, ; y,) ergibt sich dann zu

O f(xy) —f(xg)
mp = lim ———— |,
X%y X1 X0

falls dieser Grenzwert existiert.

Die Funktion f heilt in diesem Fall an der Stelle x, differenzierbar und man schreibt

f(x,) — f(x,)
lim ———% — ¢ (x) = %(xo)

x;oxy X1 X0

und nennt f '(x,) die Ableitung oder den Differentialquotienten von f an der Stelle x).
Existiert obiger Grenzwert nicht, dann hei3t f an der Stelle x, nicht differenzierbar.

Es ldsst sich dann im Punkt P(x, ; yp)entweder nicht eindeutig eine Tangente an den Gra-

phen von f legen oder die Tangente verlauft vertikal (senkrecht).

Die Bestimmung der Ableitung erfolgt meist mit der h-Methode :

f(xog+h) — f(xg)
h

f, (xp) = lim
h—0

heil3t rechtsseitige Ableitung.

f(xy—h) — f(x)

f'(xy) = lim

heil3t linksseitige Ableitung.
h—0 —h

Bedingung fiir die Differenzierbarkeit : f, (x,) = f_ (xo)

Beispiel einer an einer Stelle x,, nicht differenzierbaren Funktion :

f:x—=>x | x-3 | istin X = 3 nicht differenzierbar .
Nachweis :

x2 = 3x ,X2>3
1. Betragsfreie Darstellung von f : f(x) =

3x—x2,x <3



2. Rechtsseitige Ableitung :

, — 2_ _ 2
£@3) = lim CHW=AG) _ gipy G Z3GEW =0y, St
h—0 h—0 h—0

= lim (3+3h) =3
h— 0

3. Linksseitige Ableitung

, L 22 w2

h—0 —h h—0 h—0

= = lim (-3+3h) = -3
h—0

Die Funktion ist nicht differenzierbar d.h. im Punkt P(3; 0) 148t sich keine Tangente an den
Graphen der Funktion legen.

Anschaulich klar wird dies, wenn man den Graphen der Funktion zeichnet.

Der Graph von f macht in P einen Knick. Es lassen sich lediglich zwei Halbtangenten an den
Graphen legen, die einen Knickwinkel miteinander einschliefen.

AN

T~

¥ X




Stetigkeit

Definition

Sei x, ein Element der Definitionsmenge D einer Funktion f. Fiir das Verhalten von f an der
Stelle x sind drei Moglichkeiten denkbar

/ /’/ g 7/

f(/xo) ——————— . fxg) | -~ *

Bild 1: lim f(x) existiert nicht

X%XO

Bild2: lim f(x) existiert, aber er ist ungleich f(x)
X —> XO

Bild3: lim f(x) existiert und ist gleich f(x).

X%XO

Definition :

Eine Funktion f heif}t in einem Punkt X, ihres Definitionsbereichs D stetig, wenn

lim f(x) = lim f(x) = f(xy)

X — Xo+0 X — x¢—0

Stimmt der links- bzw. rechtsseitige Grenzwert mit dem Funktionswert an der Stelle x, tiber-
ein, dann heiB3t die Funktion links- bzw. rechtsseitig stetig in X,

Beispiel :

Die Quadratfunktion f : X — x* , D = Ristin jedem Punkt ihres Definitiosbereichs stetig.

Sei xy € R.




Rechtseitiger Grenzwert :

h—0 h—-0 h—0

Linksseitiger Grenzwert :

h—0 h—-0 h—0

Bemerkung :

Hat eine Funktion f an der Definitionliicke x, den Grenzwert a, dann heil3t die Funktion f mit

- f(X) s XiXO
f:x—
a ., X:XO

eine in X stetige Fortsetzung von f .

Stetigkeitsregeln fiir zusammengesetzte Funktionen

Satz :

Sind f und g zwei in X, € Dy M D, stetige Funktionen, dann sind auch die Funktionen

(Hf+g:x—>f(x)+gx)
(2)f-g:x - f(x)gx)
in X, stetig.

. f f(x) . .
Ist g(x,) # 0, dann ist auch — : Xx — ——% in X, Stetig.
8(xo) g g(x) RO SEHE

Beweis :
Dieser Satz folgt unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.
Folgerung :

1. Jede ganzrationale Funktion ist auf ganz IR stetig.




2. Jede gebrochen rationale Funktion ist auf D, ,, stetig.

Stetigkeitsregel fiir Verkniipfung von Funktionen

Beispiel :
Istg:x%x2+1undf:x—>]/;

fog:x o flgx)] =V x>+ 1 heiBt dann die Verkniipfung von f und g.

Definition :
Sind g : x = g(x) und f : x — f(x) Funktionen und der Term f[g(x)] definiert, dann hei3t

die Funktion f o g : x = f[g(x)] die Verkniipfung von f und g.

Satz :
Seien f und g zwei stetige Funktionen so, dass die Verkniipfung f © g moglich. ist

Dann ist auch f ° g stetig.

Anwendungsbeispiel :
1
. x> +1 . x> +1 . I+ x2
lim = lim 5 = lim [ = 1
X — oo X X — oo X X — oo

da lim |1+ iz = 1 und die Wurzelfunktion stetig ist.
X —> oo X




