I1. Der natiirliche Logarithmus

2.1 Definition und Identifizierung

Aus der Menge der Stammfunktionen der Funktion f: x — % ,D = R" betrachten wir die
Funktion
X
1 +
L:x—>L(kx) = ;dt,DL =R
1

Eigenschaften der Funktion L :

1. Geometrische Bedeutung
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2. Nullstellen und Vorzeichenverhalten

0<x<1 | x =1 | I <Xx<oo
Lx)<0 | L(h=0 | Lx>0

3. Monotonie

L'(x) = 1 > (0 Vxe D; = Liststreng monoton wachsend
X L



4. Der Graph von L(x)
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5. Die charakteristische Gleichung von L(x)
Sei die Funktion L; definiert durch L; : x — L(ax).
' . 1 1

= L/'x)=L(ax)= —-a=- = L@ax) =Lx) +C

ax X
x = leingesetzt ergibt L(a) = (1) + C = C = L(a)
= L(ax) = L(x) + L(a)
x = b eingesetzt ergibt schlieBlich

L(ab) = L(a) + L(b) | (1)

a = % und b = d eingesetzt ergibt L(%-d) = L(c) = L(%) + L(d) und damit

L(4) = L©) - L@ |




Aus (1) ergibt sich
L@" =L(a-..-a) = L) + .. + L(a) =n-L(a)

L@™ + L@ =La@a™-a")=L(1) =0 alsoL(@a™) = —mlL(a) mitn,me Z.

Fiir rationale Exponenten folgt

P pq P
q-L@@%) = L[@@%) ] = L@) = pL(a) alsoL(a?) = E-L(a)

Die Stetigkeit von L ergibt dann schlief3lich

Lx") =rLx) VreR|(3)

(3) heilit charakteristische Gleichung von L

. Wertebereich von L

L2" =n-L(Q2) > owfallsn—>o LQ2™ = —n-L(2)— —oco falls n — oo

Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen ergibt dann Wy = R.

. Identifizierung von L(x)
Wir stellen das Argument der Funktion L als Potenz zur Basis b dar.

logy,(x)

Seix = b L(x) = L(b*®") = logyx - L(b)

Wihlt man b so, dass L(b) = 1 und nennt diese Basis e, dann gilt

L(x) = log.x |

Man nennt log.(x) den natiirlichen Logarithmus von x und schreibt

L(x) = log.x = Inx |.




Definition :

Die Funktion In : x = Inx , D = R* heiBt natiirliche Logarithmusfunktion.

Die durch L(e) = 1 festgelegte Basis ist die Eulersche Zahl e = 2,7182818284




2.2 Zusammenfassung und Erginzung

Die FunktionIn : x—» Inx , D = R* ist Stammfunktion von f : x — % , Dy = R*

1. Nullstellen

Inx=0=x=1

2. Grenzverhalten

lim Inx = o

X — oo

lim Inx = —
x = 0+0

3. Ableitung

(Inx) ' =

M| -

4. Funktionsgleichungen

In(xy) = Inx + Iny

X
1“(;] =Inx —-Iny x y e R, re R,x,y > 0

In(x'] = r-Inx

5. Wachstumsverhalten

lim ln—rX =0

o X

Istr > 0, dann gilt = .
lim lx_ = oo

x — 0o INX

d.h. die In-Funktion wichst langsamer als jede Potenzfunktion mit positivem Exponenten.

Beweis : 1 Hospital




2.3 Integration mit dem Logarithmus

1. Die Stammfunktionen von f : x — % , Dy = R\{0}

Satz :

Es il : f}—idx:ln|x| +C

Beweis :
x>0:1n|x| = Inx = (Inx)' = %
' 1 1
x<0:1n|x| = In(—x) = |In(=x)| = ——(=1) = ~
(—x) X

2. Logarithmische Integration

Satz :

Sei f eine auf einem Intervall definierte und differenzierbare Funktion und ohne Nullstelle.
Dann gilt :

f%dx = ln|f(x)| + C

Beweis : Durch Nachrechnen analog zu 1.

Beispiel 1 :

2x

x> +1

dx = In(x*+1) + C




Beispiel 2 :

3 3
X 1 4x 1 4
dx = — dx ==-Inx"+1) + C
fx4+1 4J) x*+1 4

Beispiel 3 :

1
dexz fidxz 1n|lnx| + C
xInx Inx

Beispiel 4 :

sinx —sinx
ftanxdx = | ——=dx = —f—dx = —ln|cosx| + C
COSX COSX

3. Partialbruchzerlegung

Vielfach kénnen Bruchterme in Summen einfacher zu integrierender Bruchterme zerlegt
werden.

Beispiel 1 :

f I dxzf(ﬁ—ﬁ)dx:o,51n|x—1| —0,51n|x+1| +C
x—1 x+1

x2—1

Ansatz :
| b ax+1) —bx—-1) (a=b)x+(a+b) 1
2 - + = 2 - 2 T2

x =1 x—1 x+1 x“—1 x =1 x =1

Alsoista—-b=0Aa+b=1 = a=b=05




Beispiel 2 :

f"” f(1+’“rl f(1+———)dx—x+21n|x—1|—1n|x|+c
X —X X —X
Polynomdivision : (x2+ 1): (xz—x) =1+ X2+1

X —X

2

Faktorzerlegung des Nenners : x*—x = x(x—1)

Ansatz :
x+1 _ a h: ax + b(x—1) _ (a+b)x—b: x+1
x2—x x—1 X x2—1 x2—1 x2—1

Alsoist a+ b=1A -b=1 = b= —-1lunda=2

Beispiel 3 :
41 | ~ B 1
fx3_x f(x_l—x— )dx = 21n|x 1| 1n| |+X+c

Faktorzerlegung des Nenners : x> —x? = x>(x—1)

Ansatz :

xX>+1 _ a b ¢ _ ax’+bx(x—D+cx—1) _ (a+b)x’+(c—b)x—c
32 titT 2T 32 B 32

X~ —X x—1 X X’ —X X’ —X

= a+b=1Ac-b=0A-c=1 < c=-1,b=-1,a=2

Beachte :

Tritt ein Faktor des Nenners in einer hoheren Potenz als 1 auf, dann treten in der Zerlegung
alle niedrigeren Potenzen des Faktors auch auf.




