Kapitel 20

Die Gamma Funktion

Definition
Die Gamma Funktion I'(z) ist definiert durch :

a) Esgilt : I'(1) =1

b) Das Integral /e‘tt””_ldt, ist fur alle z > 0 konvergent, d.h. I'(z) ist fiir alle

z >0 deﬁnie[l)rt
c) Esgilt : T'(z+1)=2z-T(x)
d) Esgilt : I'(n+1) =nl!
Beweis
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a) I'(1) = /etdt: lim [ e 'dt = lim | = lim (—e ®4+1)=1
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b) 1. Firz =1= gilt (Teil a) I'(1) =1

to
2.8i z>1 = z—-1>0 = [e "t dt ist fiir fp € R, d.h. ¢ endlich
0
ein ,normales “ Integral.
Ferner gilt : 0 < e ' *F1 < 7. ¢lol¥2 o
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Die letzte Formel bekommt man, wenn man ([z] + 2)-mal L’'Hospital an-

wendet. Ferner ist die Funktion e~ - ¢*™' positiv und monoton fallend
fiir
t >z + 1, denn es gilt:
d
(e ) = e e
=—c " t"(t—(z+1) <0 fir t>z+1 (%)

Aus (*) und (**) folgt : Es gibt ein # > x + 1 mit
Tt <l V>t =
e 1
Lot 1<t_2 Vi>t (% * %)
Mit (***) folgt

fe'e) to [e’s)
I'(z) = /e—t-tf”—ldt = /e‘t-t“"_ldt + /e‘t-tx_ldt
0
to R
—t z—1 z—1 dt
< ettt + -t dt+hm —
R — t2
0 to
i 1 1 1
—t  gz—1 : — 4R — z—1 . -
0 0
to
= /e—t-t“ldt + L
to
0
3. Sei 0 <z <1, dann gilt :
0 1 0
[(z) = /e‘t't‘”‘ldt = /e‘t-tx—ldt + /e—t-tf—ldt
0 0 1
1 R
= lim ettt + lim ettt
e—0 R — o0
5 1

1

* t*
< lim [ tdt + lim [ etdt 2 lim (—) 11+ lim (—e 9|
T

e—0 R — oo e—0 R —
/1 & 1.1 1
= lim (——6—) + lim (—e ®4+2) = 4=
e—=0\2x € R — o0 e X [&
() = tH <1, vizl
c¢) Partielle Integration:
o0 R
I'(z+1) = /e_t-txdt = lim /e‘t-txdt
R — 00 ,e—0
! 0 € !
mitu = e!,u = —et,0v = t* = v = g! =
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R
Pz+1) = lim O/et-tmdt

€
R

_ : _,—t gz R -t L 4r—1
= R—»léon,la—»O (—e " t7)2 +/6 Tt dt
>

= lim —e¢ PR 4+ ¢ "+ 2+ lim ettt
R — 00 ,e—0 R—00 ,e—0
13
= 0+z-I'(z)

d) Vollstandige Induktion:
Firn=0 git I'0O+1) = I'(1) = 1 = 0! (Induktionsanfang)
Firn=1 gilt T(1+1) = I'(2) = 1-.T(1) = 1-1 = 1!
Fiir n gelte I'(n+1) = n! (Induktionsannahme)
Fiir (n + 1) gilt dann :

F'n+2) = (n+1)-T'(n) = (n+1)-n! = (n+1)! (Ind.Beh.+ Bew.)
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