VIII. Vektor- und Spatprodukt

8.1 Das Vektorprodukt

A
axb)
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Definition :
al bl
—> —
Fiir die Vektoren a = |3, |und b = |b, | bzgl. einer ONB (Orthonormalbasis) heit der
a3 b;
Vektor
b; — a;b
N b, a,b3 — azb,
az| |bs ajh, — ab;
—> —>
das Vektorprodukt von a und b.
Satz :
— — - —  —
1. Sind a und b voneinander linear abhiingig, dannist a X b = o

> >
2. Sind a und b linear unabhingig, dann

— —> — —
a) steht der Vektor a X b steht auf den Vektoren a und b senkrecht

und

— — - —
die drei Vektoren a , b und a X b bilden ein Rechtssystem.

— — —
b) Der Betrag des Vektors a X b ist gleich der Flichenmaf3zahl des von den Vektoren a
_’

und b aufgespannten Parallelogramms.




Beweis :

1. und 2. a) Nachrechnen bzw. tiberpriifen

2. E—
Ap = |a-b-sin(p| =|axb ‘
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Es ist ( a X b) = (azb:), - a3b2)2 + (a3b1 - a1b3)2 + (alb2 - a2b1)2 =
= (3.12 + 3.22 + 332)(b12 + b22 + b32) — (albl + azbz + a3b3)2 =
— — — — — — — — — —
=lal>lbv’=Tal* |b |zcoszz£(a ,b)=|a 1% |b |2-sin(a , b) = Ap?
Folgerung :
— —

Fiir den Flacheninhalt eines von den Vektoren a und b aufgespannten Dreiecks gilt

Beispiel :

Gegeben ist das Dreieck ABC mit A2 151 —=1),B31712),C(61412)

> s 1 4 6+3 9
Vektorprodukt :n = ABXAC = |2 (x| -1|=[12-3 |=| 9
3 3 -1-28 -9

Inhalt des Dreiecks ABC : A = %]/92 + 92 4+ (=9 = %1/5



Satz (Eigenschaften des Vektorprodukts) :

- —  —> —> —>
() axb =0 ¢« a, b sindlinear abhdngig

- —  — — — — —
2) ax(b +c)y=axb + axc

- > > — — —
B)raxb =axrb =r-(axb),relR
- — — —
4 axb=-Dbxa

- > — - — —
5)(axb)-a=(axb)-b=0




8.2 Anwendungen des Vektorprodukt

8.2.1 Ebene und nichtebene Vierecke

Satz :

|
|
!

Ein Vi_eEeck ABCD im Raum ist genau dann eben, wenn die aus den Vektoren AB, BC, CD
und DA gebildeten Vektorprodukte

—_— — —> —> —> —> — —

AB xBC ,BC xCD, CD x DA und DA x AB

parallele(kollineare) d.h. paarweise linear abhingige Vektoren sind.

8.2.2 Konvexe und konkave Vierecke

Definition :

Ein ebenes Viereck heifit konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier im Innern des Vier-
ecks liegenden Punkte ebenfalls im Innern des Vierecks liegt.




Satz :

— —
Ejl»VierilEe ABCD im Raum ist genau dann konvex, wenn die aus den Vektoren AB, BC,

CDund DA gebildeten Vektorprodukte

— —> — —> —> — — —

AB xBC ,BC xCD, CD x DA und DA x AB

gleichsinnig parallel sind.

8.2.3 Relative Lage eines Punktes zu einem Viereck

Satz :
Ein Punkt P, der mit einem konvexen Viereck ABCD in einer Ebene enthalten ist, liegt

a) innerhalb
b) auf dem Rand

¢) auBBerhalb

— — — — — —

des Vierecks, wenn fiir die aus den Vektoren AB und AP; BC und BP; CD und CP sowie

— —

DA und DP gebildeten Vektoren

- —> —> —> —> —> — —

AB x AP, BC x BP, CD x DP und DA x DP gilt :
a) Alle Vektoren sind gleichsinnig parallel und kein Vektor ist gleich dem Nullvektor.
b) Ein Vektor ist gleich dem Nullvektor

c) Es liegt sowohl gleichsinnige als auch ungleichsinnige Parallelitit vor und kein Vektor
ist gleich dem Nullvektor.




8.2.4 Abstand eines Punktes von einer Geraden

d(P; AB)

Satz :

Fiir den Abstand eines Punktes P von einer Geraden AB durch E{e Punkte A und B bzw. ei-

ner Geraden g mit dem Aufpunkt A und dem Richtungsvektor v gilt

— — — >
AP x AB AP xv
dP; AB) = ————— |bzw.|d(P;8) = ——F——
— >
‘AB A\
Beweis :
— —>

Der Flacheninhalt F des von AB und AP aufgespannten Parallelogramms ist gleich

—
Wihlt man als Grundlinie g = ‘ AB ‘ , dann ist die Hohe h =

des Punktes P von der Geraden AB.

-

—
Mit |v| = [AB

folgt die zweite Formel.

oa |

AB x AP

‘—»—»

—
AB

der Abstand




Analog zeigt man :

Satz :

—

Der Abstand zweier paralleler Geraden g : x =

geben durch

—
a

_’
+ A-v undh: x

—

d(g; h) =

— >

AB xv

bzw.

d(g;h) =

AB xu

= v

_> .
+ W-u 1st ge-




8.3 Das Spatprodukt

Fiir das Volumen des Spats gilt

- — —> — — — - — —
V=G-h=]axbl|-lc| -cosc(axb,c)=](axb)c|
Definition :

— —> >

Unter dem Spatprodukt dreier Vektoren a, b und c versteht man die reelle Zahl

— — —
Ihr Betrag ist gleich dem Volumen des von a, b und ¢ aufgespannten Spats.

Bzgl einer ONB gilt :
> — > A bl ¢q 4 b1 ¢
(aXb)'c = az Xb2 . c2 = a2 b2 C2
az| |b; c a3 by ¢;
Folgerung :
— — —

Fiir das Volumen eines von den Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Tetraeders gilt

- — —
a,b,c

2 b




Beispiel :

Welches Volumen hat der Tetraeder ABCD mit

Al fa ) clsfs]-1fole]a-

-~

1 |l — — 1 135 1
V=—-[ABXAC)eAD| = —-||2 4 2 :—|8+12—20—40+4—12 =8
6 6 6

2 =22
Anwendung :
a) Abstand windschiefer Geraden

- gt —_———— — — =
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Satz :

Fiir den Abstand zweier windschiefer Geraden (Lidnge der gemeinsamen Lotstrecke der

Geraden)

— — - — — -
g:Xx =a +Av undh: x = a + Wv

gilt :
— > — —>
b a,u, v
d(g;h) = ——




Beweis :

— — — —
Fiir dasVolumen des von b — a, u und v aufgespannten Spats gilt V =

oY
£
<

TV
|

— —

Fiir die Grundfliche G gilt G = | u X v

Die Hohe h = % ist genau der Abstand der beiden windschiefen Geraden.

b) Abstand eines Punkte von einer Ebene

Analog zeigt man :

Satz :

Ein Punkt P hat von der Ebene E(ABC )durch die Punkte A, B und C den Abstand

— —> —>

AB,AC, AP
d(P; ABC) =

— —

AB x AC




