III. Lineare Gleichungssysteme

3.1 Einfiihrung

Definition :
Die Gleichungen
(1) allxl P 312X2 AP cosooonas aF alan = bl
(2) alel P 322X2 AP cosooonas aF aznxn = b2
aj, bj(l<ism,1<j<neR
(m) apX; + apXy + e + a,,X, = by

bilden ein reelles, lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen mit n Unbekannten.

Istb; = 0,1 <i<m, dann hei3t das System homogen.

xnj, die beim

Die Losungsmenge besteht aus allen n-Tupeln reeller Zahlen [xl | X5 |

Einsetzen jede Gleichung in eine wahre Aussage iiberfiihren.

Lineare Gleichungen 16st man mit dem Additions- und Subtraktionsverfahren. Folgende Félle
sind moglich

a) Die Umformungen fiihren auf eine Gleichung mit einer Unbekannten x;.

Dann besitzt das Gleichungssystem genau ein -Tupel als Losung.
b) Die Umformungen fiihren auf einen Widerspruch.
Dann besitzt das Gleichungssystem keine Losung.
¢) Die Umformungen fiihren auf eine Gleichung mit k > 1 Unbekannten. Dann werden k — 1

Unbekannte durch Parameter ersetzt. Man enthilt dann unendlich viele parameterabhéngi-
ge Losungen.




Beispiele :

a) Eindeutig losbares Gleichungssystem

(1) —2X1 + 3X2 + 2X3 = 4
(2) 3X1 - 2X2 —3X3

= -1
(3) —4X1 - X2 + 4X3 = —6
(1) + 3-(3) —14x; + 10x3 = -8 “)
2-2-(3) %)
11X1 - 11X3 =11 X1 — X3 = 1
4 +10-(5

—4X1 =2 = X1 = —0,5

x; = —0,5in (5)

x; = —05undx3 = —1,5 in (1)

L = {(—O,5|2| —1,5)}

b) Nicht eindeutig losbares Gleichungssystem

(1) Xl + X2 - X3 = 4
2) —2x; = % =0
3 -5

—4x, =2%, = 0 & (2)

Parametrisierung von (2) : x; = a

&)

Xx; =aund X, = —2ain (1)

L = {(al —2a] —a—4)|ae ]R}

X3 = —a—4




¢) Unlosbares Gleichungssystem

( 1) 2X1 - X2 + 3X3 = O
(2) - Xl + 2X2 = — 3
(3) 3X1 — 2X2 + 4X3 =2

4-(1) = 3-(3) -X; +2x, = =6 “4)
(4) steht im Widerspruch zu (2) L = { }
d) Uberbestimmtes Gleichungssystem
(1) Xl + X2 = 1
(2) XZ + X3 = _1
(3) Xl + X3 =1
(4-) X1+X2+X3:3
3)-® Xp = Xp=12 “)
1)+ @ x; =15
x; = L,5in (1) X, = =05
x; = 1,5in (3) x3 = —0,5
Alles in (4) 1,5 -0,5-0,5=3(

asor=] |




e) Unterbestimmtes Gleichungssystem

(1) 2X1 - X2 + 2X3 = 1
(2) 2X1 + 2X2 - X3 = —2

1) - (2) =-3%, +3x3=3 & —x, +x3=1

3)

Parametrisierung von (3) : X, = a (X3 =1+a

X, =aundxy = 1+ain (1) x; = —0,5-0,5a

L= {(—0,5—a|a|1+a)|ae ]R}




3.2 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und mit zwei Unbekannten -
Determinanten

Wir bestimmen die allgemeine Losung eines normalen Gleichungssystems mit zwei Unbe-
kannten :

alxl + b1X2 = Cl
(D
a2x1 + b2X2 = C2 (2)
b, - (1) a;byx; + bibyxy = ¢by 3)
_bl . (2) —azblxl - blb2X2 = —C2b1 (4)
3+ & ajbyx; — abix; = cby— by
(a1b2 - a2b1)2X1 = C1b2 - C2b1
Analog ergibt sich (a;by, — ab)x, = ajc, — aycy
Fallunterscheidung :
Aab, — ab; %0
) ciby — coby 410y — Ay
Es gibt ein Losungspaar : x; = ————— undx, = ——————
ajby, — asb; ajby — ab;

B albz - azbl = O und C1b2 - C2b1 =0.
Dann ist auch a;c, — a,¢; = 0 und wegen 0-x; = Obzw. 0-x, = 0

gibt unendlich viele Losungen.

Man setzt dann x; = a und bestimmt aus einer der beiden Gleichungen x, in Abhéngigkeit

von a.
C albz - azbl = Qund Clbz—Czbl #0.

Dann ist auch a;c, — a,c; #0 und es gibt keine Losungen.



Satz :

Das Gleichungssystem

alxl + b1X2 = Cl (1)
a2X1 + b2X2 = C2 (2)
L a; by :
hat genau dann eine einzige Losung, wenn | D = a b. | = a;b, — a,b; #0 |ist.
7 L
Die Losungen lauten dann
¢ by 1 ¢
¢, b a, ¢
S Dt I 'S O ISR el W
1= = 2 = =
a; by P a; by P
a, by a, by
Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen, wenn
D=0undD; =0bzw.D, =0
Das Gleichungssystem hat keine Losung, wenn
D =0und D; #0 bzw.D, #0
Beispiel :
Bestimme die Losungsmenge von
1) kx; +x, =1
(1) KXp + Xy keR
(2) Xl + X2 = k
in Abhingigkeit vom Parameter k.
S D N (v _ k1) 2
EsistD = ‘1 1 =k-1,D; = ‘k 1 = 1-kund D, = ‘1 K =k*—1,




l1.Fall: k#1

D - 2_
Dann ist x; = 61 = H = —lundx, = k-l

L={(—1|k+1)|ke IR}

22Fall:k=1=D=D; =D, =0
Es gibt unendlich viele Losungen.

Parametrisierung : x; = a = X, = 1—a

L={(a|1—a)|ae ]R}

Folgerung :

a
Zwei Vektoren al und bl im Vektorraum der reellen 2-Tupel sind also genau dann linear
2 2

abhiingig, wenn
a; by
a by

ist.




3.3 Lineare Gleichungsysteme mit drei Gleichungen und drei Unbekannten

Definiert man dreireihige Determinanten gemaf3
a; by ¢y | a; by
az b2 C2 az bb = alb2C3 + azb3C1 + a3b1C2— a1b302 - azb1C3 - a3b2C1,

az by c3[ a3 by

dann gilt fiir das lineare Gleichungssystem

alxl + b1X2 + C1X3 = dl (1)
ale + b2X2 + C2X3 = d2 (2)
a3X1 + b3X2 + C3X3 = d3 (3)
Satz:
a; by ¢
A Das Gleichungssystem ist eindeutig 1osbar, wenn|D = [a; by ¢;| 20
a3 by ¢

ist. Die Losungen lauten dann mit

dy by ¢ a; dy ¢ a; by d;
Dl = d2 b2 G und D2 = |2 d2 Gy sowie 1)3 = |2 b2 d2
d; b; c;3 a3 d; c; a3 bs d;

D, D, D;

Xl = F X2 = 3 X3 = 3

B Das Gleichungssystem besitzt unendlich viele Losungen, wenn

D=0undD, = 0undD, = 0 und D, = 0

C Das Gleichungsystem besitzt keine Losung, wenn

D = 0 oder D, # 0 oder D, # 0 oder D; # 0




Beispiel :
Ermittle die Losungsmenge von

(1) Xl - 2X2 + 3X3 = 1
(2) X1—2X2+X3:O

3) X; — 4x3 =1

Es
-2 3

D=1 -2 1] =8-2+0+6-0-8 =4
0 -4

d.h. das Gleichungssystem ist eindeutig 1osbar.

1 -2 3 11
D,=|0 -2 1|=12 D,={10 1|=7
1 0 —4 11 -4

D =

X3:

:>X1:3 XZZ%

L= (3 | 175 |0,5j

Beispiel :

(1) aXl - X2 + 2X3 = O

(2) _X1+X2 :_1

(3)X1 + X3: 0
a —12

ayD=]-1 10l =a-3=0 = a-=
1 01

Das Gleichungssystem ist fiir a # 3 eindeutig 16sbar.



-1 2 1 |
D1: _1 10 :—1 = Xl:_:_
0 1 a—-3 3—a
a 2 _
D,=|-1-10|=-a+2 = xzz—;j
1 01 a=
a -1 ©0 _9
D3— -1 1 -1 —a—-2 = X3 = a 3
1 0 1 a-
b) Seia = 3.

(1) 3X1 - X2 + 2 X3 = O
(2) _Xl + X2 = - 1
(3) Xl + X3 = 0

(1) + (2) ergibt 2x; + 2x3 = —1 im Widerspruch zu (3).

-

Beispiel :

Ermittle die Losungsmenge von

(1) le - 2X2 + 2X3
(2) kX2 + X3 = O
(3) X1 — Xp + X3 = -1

in Abhéngigkeit vom Parameter k.

Losung :

k -2 2
Esist D= |0 k 1| = k>—k-2 sowie
1 —-11



1 -2 2 k 12 k -2 1
D,=| 0 k1|=3+3,D,=[0 01[=k+lundD;= {0 k 0| =-kK-k
-1 -11 1 -11 I -1 -1
D=0 k=-1vk=2
1.Fall : k# —1,2
D -
Dann ist x; = R | S B . Analog erhélt man x, = 1 und x5 = —k
D K¥-k-2 k-2 k-2 k-2

)lke R

AlsoL = —
%0 Gl | k-2

2.Fall:k= -1 =>D=D, =D, =D; =0

Dann hat das Gleichungssystem unendlich viele Losungen.

Einsetzen von k = —1 ergibt schlieBlich L = (— 1 | a | aj ae R

Dann ist das Gleichungssystem unlosbar.

Beispiel :

(1) ax; — X, + xX3= Db
Gegeben ist das Gleichungssystem (2) —X; + X, = -1
(3) 2ax, - 2x3= Db

a) Fiir welche Werte von a besitzt das Gleichungssytem genau eine Losung ?

b) Bestimmen Sie alle Werte von b, fiir die das System dann unendlich viele Losungen be-
sitzt.



a —1 1
ayD=|-1 1 0]=-4a+2=0 < a=0,5
2 0 =2
b — 1 5
b)D; = | -1 1 0l=-3b+2=0<=b==
3
b 0 -2
0,5 1 )
D,=|-1 -1 0 :2—3b=0(:)b=§
1 b -2
05 -1 b )
Dy = | -1 1 =1 :—1,5b+1:0<:>b=§
1 0 b
Anwendung :

Satz :

— — —
Die Vektoren a , b und ¢ mit den Koordinatendarstellungen

a b C
— 1 — 1 — 1
a = | b = b2 c =|C
a3 b; C3

bzgl einer Basis eines dreidimensionalenn Vektorraums sind genau dann linear abhingig,
wenn

a; by ¢

D= |a b, c[=0
az by ¢3

Ansonsten sind sie linear unabhéngig.




Beweis :

Das Gleichungssystem, das sich aus

a b C

1 1 1 N
}\,1' ay +?\,2' b2 +?\,3' Cl=o0

a3 b; C3

ergibt, hat die triviale Losung A; = A, = A3 = 0.

Ist D = 0, dann muss es folglich unendlich viele Losungen geben, und damit existiert eine
nichttriviale Nullsumme.

Beispiel :
L |—4||-7
Die Vektoren mit den Koordinatendarstellungen |2 |,| —5|,| 8 | sind linear unabhiingig,
311-6]1] 9
denn
I -4 -7

2 -5 8 =@45-9 +284) - (105 - 48 +72) = —96%0
3 -6 -9




