I1. Basis und Dimension

2.1 Linearkombination und Basis

d =2\a >
———
a
_>
Ist a ein vom Nullvektor Xsrschiedener Vektor, dann ist jeder dazu parallele (kollinear) Vek-

tor d ein Vielfaches von a.

— —

Sind a; und a, zwei nicht kollineare und vom Nullvektor verschiedene Vektoren der Ebene,
— — —

dann ldsst sich jeder zu dieser Ebene parallele (zu a; und a, komplanare) Vektor d als

Summe von Vielfachen dieser beiden Vektoren darstellen.

S — — '
Sind a;, a, und aj drei nicht komplanare und vom Nullvektor verschiedene Vektoren des
_’
Raumes, dann lisst sich Vektor d als Summe von Vielfachen dieser drei Vektoren darstellen.



Deshalb definiert man

Definition :

Sind a;, a, ,..., a, Vektoren eines Vektorraums, dann hei3t der Vektor
— —> — —>
d =Ara; + A8 + . + Ap a,

eine Linearkombination dieser Vektoren.

—  —

Gilt speziell d = o , dann heif3t

A-ap + Ayray + o + Apya, =0

' — —> —>

eine Nullsumme von a;, a, , ..., a,.

Istdabei A = Ay = ........ = A, = 0, dann spricht man von einer trivialen Nullsumme,

andernfalls heifft die Nullsumme nichttrivial .

Bemerkungen :
. . . _’ _’
a) Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren a,, ..., a, bildet einen Untervektor-
— —
raum des Vektorraumes V, den von a;, .., a, aufgespannten Raum.

b) Eine nichttriviale Nullsumme im geometrischen Vektorraum bedeutet, dass sich aus den
—

Vektoren A; a; , (1 <i<n), eine geschlossene Vektorkette bilden lésst.

— —
c) Lisst sich aus den Vektoren a;, .., a, eine nichttriviale Nullsumme bilden, dann ldsst

sich mindestens einer dieser Vektoren als Linearkomination der anderen darstellen.

Definition :

— —> —
Eine Menge | b; , b, , ..., b, ; von Vektoren eines Vektorraumes V heiflt eine Basis

—
dieses Vektorraumes, wenn sich jeder Vektor v aus V auf genau eine Weise als Linear-
kombination dieser Basisvektoren schreiben lésst.




Satz :

—> —> —>
Genau dann ist eine Menge | b; , b, , ...... , b,  von Vektoren eine Basis eines Vektor-
raumes V, wenn gilt
— —> —>

B1 Jeder Vektor v e V lésst sich als Linearkombination der Vektoren b; , ..., b,

schreiben.

— — —>
B2 yb; , by ,...... , b, r ist eine Menge linear unabhéngiger Vektoren.
Beweis :

—> —> —>
Seiqy by, by, ...... , b, ¢ eine Basis von V.

Daher gilt trivialerweise B1.

—
Da sich der Nullvektor nur auf eine Art als Linearkombination der b;, 1 <i<n, schreiben

lasst und dies daher nur die triviale Nullsumme sein kann, gilt auch B2.

—> —> —>
Sei umgekehrtq by , b, , ...... , b,  so, dass B1 und B2 erfiillt sind.
— —> —
Damit4 b; , b, ,...... , b, [ eine Basis ist, muss gezeigt werden, dass die Darstellung eines

Vektors als Linearkombination der b; , 1 <i<n, eindeutig ist.

Beweis durch Widerspruch :

Annahme :

-

Es gibt einen Vektor v, der sich auf zwei verschiedene Arten als Linearkombination der
—>

b, , 1<1i<n,schreiben ldsst, etwa
— —> —> — —> —> —>
Vv =Ab; +2Ayby, + ... + Ay b, = U by 4+ Uy by + + My by,

mit A; # ; fir mindestens eini, 1 <i<n.




Dann wire aber

—» — — —
(M — 1) by + A= )by + .. + A= My b, = 0
eine nichttriviale Nullsumme . Widerspruch zu B2 !
Definition :
— —> —> —
Isty b;, b, , ..., b, r eine Basis eines Vektorraumes V und gilt fiir einen Vektor a
-
a =2 ab;
i=1

—
dann heifen die a;, 1 <i<n, die Koordinaten von a beziiglich dieser Basis.

Man schreibt dafiir

a; a4
— a — —
azabzw a =|a| bzw. a =
2 ces
a
3 a,

_’
und nennt diese Darstellung die Koordinatenschreibweise des Vektors a bzgl. der zugrun-

de gelegten Basis.

—
Der Vektor a;- b; heil3t die i-te Komponente des Vektors bzgl. dieser Basis.

— 1| — |0 — |0
Speziell fiir die Basisvektoren gilt: b; = [0| b, =|1| und by = |0
0 0 1
Ferner lésst sich zeigen :
Sind
a b
— —> — —
a =|2|und b = |b;|die Koordinatendarstellung der Vektoren a und b, dann gilt fiir

a3 b;




) ) -  — —
die Koordinatendarstellungen von a + b bzw. A- a

a bl a; +b1 a4 Kal
> - —
a +b=|a|+|by=|a,+byjundA-a = Alay| = |Aa,
a3 b3 a3+b3 a3 }\433

Kennt man die Koordinatendarstellung von Vektoren bzgl. einer Basis, dann kann die lineare
Unabhingigkeit dieser Vektoren bzw. die Darstellung eines Vektors als Linearkombination
dieser Vektoren algebraisch untersucht werden.

Beispiel :

— — — - —> —
Die Vektoren u , v und w haben bzgl. der Basis |y b; , b, , bs [ eines Vektorraums die

Koordinatendarstellungen

— | _, 1 . 2
u =/ -2, v =(2lund w =|1
3 0 1

- — —

a) Untersuche u , v und w auf lineare Unabhingigkeit.

— 1 — — —
b) Stelle den Vektor a = | — 3 |als Linearkombination von u , v und w dar.
4
Losung :
— —> — >
a)Ansatz:A-u + WV +V-W =0

1 1 2
In Koordinatendarstellung : A - | =2 | + w-|2| + v-|1| = 0. Das ergibt die
3 0 1
A+ u+2v=0 (1
Koordinatengleichungen : | —2) + 2 + v = 0 (2)
3A+v=0 3)

2:(1) = (2) AN +3v=0 “4)




33) - @) S5A=0=A=0

A =0in (4) v=20

A=0undv =0in(l) |u=0

— — —
Alsosind u , v und w linear unabhingig, da sich nur die triviale Nullsumme bilden
ldsst.

— — — —
b) Der Ansatz : A-u + W-v + v-w = a fiihrt auf die
A+ p+2v=1 (1
Koordinatengleichungen: | —2)% + 2u+v = -5| (2
3L+ v =4 3)
2-(1) = (2) 4h + 3v =7 4)
33) - @) SA=5=>Ar=1
A=1in4) v=1
A =1lundv =1in(1) n=2

-  —
w

— —
Alsoist u + 2v + a




2.2 Die Basen der geometrischen Vektorridume

1. Der Vektorraum der Vektoren parallel zu einer Geraden

Alle kollinearen Vektoren, d.h. Vektoren, deren Repridsentanten parallel (kollinear) zu einer
Geraden sind, bilden einen Vektorraum.

Jeder Vektor, der vom Nullvektor verschieden ist, bildet eine Basis dieses Vektorraumes. .

2. Der Vektorraum der Pfeilklassen einer Ebene

Alle Vektoren, deren Reprisentanten parallel zu einer Ebene sind, bilden einen Vektorraum.
Jedes Paar vom Nullvektor verschiedener und nicht paralleler Vektoren bildet eine Basis die-
ses Vektorraumes.

3. Der Vektorraum der Pfeilklassen des Raumes

Jedes Tripel vom Nullvektor verschiedener und paarweise nicht kollinearer Vektoren, die
nicht parallel zu einer Ebene (komplanar) sind, bildet eine Basis dieses Vektorraums.
Folgerung :

3 geometrische Vektoren in der Ebene sind stets linear abhingig.

4 geometrische Vektoren des Raumes unserer Anschauung sind stets linear abhéngig.




2.3 Anwendung

Beispiel :
Das Dreieck OAB sei festgelegt durch die Vektoren
OA = aundOB = b,

3 —
= a und der Punkt B; durch

—
der Punkt A, durch OA; = 7

—> 1=
OB, = 3 b.

In welchem Verhiiltnis teilen sich die Strecken [AB,] und [BA,] ?

1. Geschlossene Vektorkette, die den Schnittpunkt S der beiden Strecken enthiilt :

— — — —

BA + AS+SB = o

2. Ansatz :

— —> — —>
AS = AAB, SB =uAB

3. Durch a und b ausgedriickt

— > —

BA=a —-b

AB1—§b+a:0 = ABlzzb—a
—> 3—> — > — 3—>
AB-b+>a=0 = AB=Db->a

4 4
4. Einsetzen und Ordnen
- — 1= — — 3—> —>
a—b+7v(§b—a)+u-(b—za)=o
3 — 1 — —

(—X—Zu+1)-a +(§k+p—1)-b:o

5. Lineare Unabhiingigkeit

(1) —x—%u+1=0 5 A
! ergibt A = sundp =z
) A+ p-1=0

6. Teilverhaltnis

AB,

AB,

| —

Ay

Ay
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o

>
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2.4 Dimension

Satz :

Besitzt ein Vektorraum V eine Basis mit einer endlichen Anzahl n von Basisvektoren, dann
besteht jede andere Basis ebenfalls aus n Vektoren. Man nennt die Zahl n die Dimension des
Vektorraumes und schreibt

dimV =n

Folgerung :

Fiir einen Vektorraum V der Dimension n bilden n linear unabhéngige Vektoren stets eine
Basis von V.

Beispiele :

a) Der Vektorraum der Pfeilklassen einer Geraden bzw. einer Ebene bzw. des Raumes ist ein-
zwei- oder dreidimensional.

b) Der Vektorraum der n-Tupel ist n-dimensional.

Begriindung :

Die Menge {(UOI ..10), (OII...10), ..., (O[0! ... Il)} ist, wie man sofort einsieht, eine Basis

(sog. Standardbasis).




