| Abitur 2007 | | Infinitesimalrechnung I

ef—e*

1. Gegeben ist die Funktion f : x — mit der Definitionsmenge Dy = IR. Der Graph

ef+e ™

von f wird mit G; bezeichnet.

a) Untersuchen Sie f auf Nullstellen. Bestimmen Sie die Symmetrieeigenschaft von G; und

zeigen Sie, dass die Geraden mit den Gleichungeny = —1 undy = 1 Asymptoten von
G; sind.

b) Zeigen Sie, dass f streng monoton zunehmend ist. Berechnen Sie f(1) sowie f '(0) und

skizzieren Sie G; unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse in ein Koordinatensys-
tem.

¢) Geben Sie den Term einer Stammfunktion von f an.

d) f besitzt eine Umkehrfunktion f ~!. Geben Sie die Definitionsmenge von f ~!an und be-

stimmen Sie fiir f ™' einen Funktionsterm.

(Hinweis : Erweitern Sie den Term von f mit e*.)

mogliches Teilergebnis : f 7'(x) = %ln 1 X
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2. Die Fallgeschwindigkeit eines Fallschirmspringers vor Offnen des Schirms wird in guter
Niherung beschrieben durch den Term
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Dabei ist t die Malizahl der Fallzeit in Sekunden, v(t) die Mal3zahl der Fallgeschwindigkeit

in % und f die Funktion aus Aufgabe 1.

a) Berechnen Sie lim v(t) und deuten Sie das Ergebnis im genannten Anwendungsbezug.
t— o0

b) Berechnen Sie auf eine Dezimale gerundet die Zeit, nach der der Springer eine Ge-
schwindigkeit von 49 % erreicht hat.
(Die Absprunghohe wird als geniigend grof} vorausgesetzt.)

¢) Die MaBzahl der in der Zeit 11,5s durchfallenen Strecke (in m) ist gegeben durch



11,5
f v(t)dt. Berechnen Sie dieses Integral.
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3. Gegeben ist eine auf R definierte Funktion h, deren Funktionsgleichung in der Form

y = h(x) = ‘2% geschrieben werden kann. g ist hierbei eine Funktion, die mit ihrer zwei-

ten Ableitung iibereinstimmt, d. h. es gilt g"(x) = g(x) fiir alle x € IR.
Die Funktion f aus Aufgabe 1 ist ein Beispiel fiir eine derartige Funktion h.
a) Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt: h'(x) = 1 — [h(x)]z.
b) Folgern Sie aus der Gleichung von Teilaufgabe 3.a) :
Verlauft der Graph von h im Streifen — 1 <y < 1, dann steigt er dort streng monoton.

Begriinden Sie kurz, dass der Graph von h die Gerade y = 1 nicht iiberqueren kann.
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l.a)Nullstellen: fx) =0 & £ =0 & ¢ -e*=0 o *-1=0
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Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensys-

tems
eX_eX 1— —2x
Grenzverhalten : lim f(x) = lim = lim i 1
X —> oo X we +e x—oowl+e
lim f(x) = —1 wegen der Punktsymmetrie

X —> —o0
Alsoisty = 1 von G;eine Asymptote fiir x — oo
und

y = —1 eine Asymptote von G; fiir x = —oo
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2.a) lim v(t) = lim 50-f(0,2t) = 50- lim £(0,2t) = 50,
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well limt = o = 1im0,2t = «
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Die Geschwindigkeit v = 50 ? ist die Grenzgeschwindigkeit, der sich der Fallschirm-

springer mit zunehmender Fallzeit immer mehr nihert.
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c) |v(hdt = SO-ff(O,Zt)dt = 250-[0,2-f(0,2t)dt = 250- | x-f(x)dx =

= 2501n|eX+e™| +C' = 2501n |2 +e 02| +C
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Der Springer durchfillt eine Hohe von ca. 404 m.

3. a) h(x) = g"(X)-g(X)—gy)-g'(X) _ g(X)-g(X)—g'gX)-g'(X) = 1-[h)P2
[g(x)] [g(x)]

b) Es ist [h(x)]* < 1
Alsoisth'(x) = 1-[hx)]*> > 1-1 =0
Folglich ist h auf R streng monoton zunehmend.

Der Graph von h schneide die Gerade y = 1 an der Stelle x,.
Gilt in einer Umgebung U von x,, etwa
h(x) <1 fiir alle x in U mit x <X,

und

h(x)>1 fiir alle x in U mit x > X,

dann ist h in U links von X, streng monoton steigend und rechts von X, streng monoton
fallend und damit an der Stelle x,, einen Hochpunkt.

Widerspruch !




