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1. Gegeben ist die Funktion f : x — (x — 1) - Inx mit der Definitionsmenge R ™. Der Graph von
f wird mit G; bezeichnet.

Hinweis : lim [xn . lnxJ = 0, fur n € IN, darf ohne Beweis verwendet werden.
x — 0+0

a) Geben Sie die Nullstelle von f an und untersuchen Sie das Verhalten von f an den Rin-
dern der Definitionsmenge.

b) Weisen Sie nach, dass an der Stelle x = 1 einen Punkt mit waagrechter Tangente be-
sitzt. Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f.

{Zur Kontrolle : f'(x) = Inx+1— %}

¢) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten von G;. Berechnen Sie f(3) und skizzieren Sie
Gy aufgrund der bisherigen Ergebnisse.

d) Begriinden Sie, dass f im Intervall ]0; 1] umkehrbar ist. Geben Sie Definitions- und Wer-
temenge der zugehorigen Umkehrfunktion g an.

Bestimmen Sie lim g'(x).
x—0+0

e) Gy und die Koordinatenachsen begrenzen fiir x < 1 ein Fldchenstiick, das sich ins Un-
endliche erstreckt. Zeigen Sie, dass dieses Flachenstiick den endlichen Inhalt 0,75 hat.

y-Achse

2. Aus rechteckigen Kunststoffplatten von 1 Meter Breite und 2 Meter
Hohe wurden Stiicke abgeschnitten, wobei die Schnittkurve p, Teil

einer Parabel ist, die der Gleichung

y == tXZ + 2 —t 12
geniigt. Fiir den Parameter t gilt : 0 < t< 2. 08
In nebenstehender Skizze ist der Fall t = 1,6 dargestellt. 04

x-AchsE
0 04 % 08 12

a) Zeigen Sie, dass jede Schnittkurve durch den Punkt [1 | 2]verl'aiuft. Beschreiben Sie die

Bewegung des Parabelscheitels, wenn t bei 2 beginnend alle Werte des Intervalls ]0;2]
durchlauft.



Aus der Restplatte werden Rechtecke - wie in der Skizze schraffiert dargestellt - ausge-
schnitten. Je eine Seite des Rechtecks soll auf dem unteren bzw. auf dem rechten Rand der
Platte zu liegen kommen, eine Ecke des Rechtecks soll auf der Schnittkurve liegen.

b) Zeigen Sie, dass fiir den Inhalt eines solchen Rechtecks gilt:
AX) = —tC+t+(t-2)x+2—t (0<x < 1),

Der Inhalt A (x) des ausgeschnittenen Rechtecks soll moglichst grof§ sein (Extremwert-
problem).

¢) Die unten stehende Abbildung zeigt einige Graphen der Scharfunktionen A,.

Beschreiben Sie, was aufgrund der Abbildung im Fall 0 <t< 1,5 fiir die Losung des
Extremwertproblems zu vermuten ist.

Beweisen Sie Ihre Vermutung rechnerisch.

Im Fall t = 1,6 ist die erste Ableitung von A, an den Stellen x = 1 und x =

6
gleich Null (Nachweis nicht erforderlich).

D=

Bestitigen Sie durch Berechnung geeigneter Werte von A, dass fiir zwei Rechtecke den
maximalen Fldcheninhalt aufweisen.
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Losung

l.La)fx) =0 x-1)'Inx=0 & x-1=0vix=0 © x=1

limf(x) = lim [(x— 1)- lnxJ = ocoweil lim(x—1) = cound limInx = oo
X—>00 X—>00 X —o0 X —>00

lim f(x) = lim [(X— 1) lnxJ = lim |:X -Inx — lnxJ =

x—0+0 x—0+0 x—0+0

= lim xInx — lim Inx = o
x—0+0 x—0+0

b)f'x) = I-Inx + (x—l)é - lnx+l—%

£(1) = Inl + 1—% —0+1-1=0

Also besitzt der Graph von f im Punkt E(l; 0) eine waagrechte Tangente.
x> 1:f'(x) = lnx+1—% > 0, dalnx > Ound% <1

0<x<1:f(x) :lnx+1—% < 0, da Inx <0undi > 1

Monotonie :

fist auf ]0; 1] streng monoton abnehmend und auf [1; o[ streng monoton zunehmend.

o) f"x) =

M=

+L > 0firx > 0dh. Gyist auf R" linksgekrimmt.
X

f(3) = 3—1)In3 = 2In3=2,2

by

d) f ist auf ]0;1] streng monoton abnehmend und daher umkehrbar.



Dg = [0;00] und Wg = ]0;1]
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2. a) Einsetzen von x = 1 ergibty = t- 1°+2-t =2 unabhéngig von t.
Der Scheitel bewegt sich von (O; 2) auf der y-Achse beliebig nahe auf (0; 0) Zu.
b) Linge des Rechtecks : 1 —x Hohe des Rechtecks : p(x)
AX) = (1=x)(tx*+2-1) = — X+t + (t=2)x +2—t
¢) Fir 0 <t< 1,5 erhilt man ein Rechteck mit maximalen Fldcheninhalt fiir x = 0.
Begriindung :
A/X) = =3t +2tx+t=2 = 0
D = 42+ 1265 - 24t = 16t 24t = 8t-(2t—3) < O falls 0<t< 1,5

Also A(x) besitzt fiir 0<t< 1,5 in ]O;1[ keinen Extremwert.

A0 = 04 Ag(3)=034 <04 Ajg(3) = 04




