|Abitur 1998 | | Infinitesimalrechnung I1

Gegeben ist die Schar der Funktionen

f,:x—>
k.
x2 —k?

mit k € R" und maximaler Definitionsmenge D,: Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

1. a) Bestimmen Sie Dy und untersuchen Sie G, auf Symmetrie und Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen.

b) Geben Sie das Verhalten von f} an den Réndern von D, an.

—k(x*+k°

2. a) Bestitigen Sie, dass gilt : f;'(x) = P ) . Untersuchen Sie f; auf Monotonie.
(x"—k9)

b) Zeigen Sie, dass der Ursprung der einzige Wendepunkt von G, ist, und geben Sie die
Gleichung derWendetangente t an.

¢) Besimmen Sie die Koordinaten aller weiteren Punkte von G,, in denen die Tangenten pa-
rallel zu t verlaufen.

3. Zeichnen Sie G, unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse (Lidngeneinheit 1cm).

X
4. Gegeben ist die Integralfunktion F : x — ffz(t)dt mit X € ]2; oof
3

a) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass F umkehrbar ist.

b) Ermitteln Sie eine integralfreie Darstellung von F und bestitigen Sie, dass fiir die Um
kehrfunktion F~! gilt :

Flx) = |/5¢*+4

5. Gegeben ist die Funktion h : x —

mit x € [0; 2[. IThr Graph wird mit G, bezeichnet.
X —

a) Weisen Sie nach, dass fir 0 <x < 2 gilt : h(x) < f,(x)

b) Im vierten Quadranten liegt zwischen den Graphen G, und Gy, ein Flichenstiick.
Zeigen Sie, dass dieses einen endlichen Inhalt besitzt und geben Sie ihn an.




Losung

1.a) x> —k?

f(—x) =
‘ (
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—x)?—K2
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kx

—K?

= - fk(X)

Der Graph von f} ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

£(0) = 0

f(x)=0 &

kx

X% —k?

SX/Y(O; 0) ist Schnittpunkt mit den beiden Achsen.

b) lim f(x) = lim —— =0
X —> X—>o0 X — —
X
lim f00 = lim 2
X = k+0 X > oo X _k x = k+0
lim f(x) = —ooda Pol einfacher Ordnung
x = k-0

Aus der Punktsymmetrie folgt

=0 & kx=0 & x=0

x = k+0

=0 & x-kx+k)=0 & x=-kvxx=k = D =R\{-k;k}

=coweil lim kx = k*und lim (x*-k% = 0+0

lim fi(x) = cound Ilim f(x) = —cund lim fi(x) =0
x — —k+0 x = -k-0 X — —o0
2 12y e, 212
2.2 f/(x) = K=K 1;" 2% _ k& +k2) <0
(X2 _ k2) (X2 _ k2)

fy ist auf ] —oo; —K[, ] —k; k[ und Jk; o[ jeweils streng monoton abnehmend.

2 122 2,12 2 12 2 2
b) £"(x) = —k- 2x-(x“—k°) —(x“+k i-Z-(x —k%)-2x _ 2k-X'(X +3k3) —0 o x=0
x2—k%) (x> =K%
Kriimmungsverhalten
—co<x< —k -k<x<0 0<x<k k<x<eo
X — — + +
X+ 3k + + + +
-k’ + - - +
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3. a) Esist f5(x) >0 fiir x> 2.

Also ist F fiir x > 2 streng monoton zunehmend und daher umkehrbar.

X X
b) f 22t dt = [ln(t2—4)} = In(x>*-4) — In5
3 t“—4 3

Auflosen naxh x :



y=Inx>-4)-In5 = x*-4=¢™ = x2=4+5¢ = x=|4+5¢

Alsoist F'(x) = |/ 4+5-¢*

2xX 1 X—2 1
5.a)f,(x)—h®Xx) = - = = >0
a) Z(X) (X) X2_4 X—2 X2_4 X+2

a
2x 1 1 1 1 1 1
b f - d :f dx =1 —Inz = A(@) = Inz -1
)0(x2—4 x—2) X 0x+2 2T ™M @ a2
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lim A(@) = Inz —In— = In2
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