7. Anwendungen

7.1 Exponentielles Wachstum

Beispiel 1:

Die Anzahl der Keime in 1 cm> Milch wird im zeitlichen Abstand von 1 h bestimmit.

Zeittin h 0 1 2 3 4 5
Anzahl z in Tausend 8 10,1 12,4 15,6 19,6 24,3
Auswertung:

2.,z 1,26 1,23 1,26 1,26 1,24

Vermutung: z(t) = 8-103-1,25t
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Zur Untersuchung der Langzeitwirkung eines Medikaments wurde einer Versuchsperson eine
Dosis von 70 mg verabreicht und im zeitlichen Abstand von 24 h die Konzentration des Medi-
kaments im Blut gemessen.

Zeittin d 0 1 2 3 4 5
Konzentration k in mg/1 10 7,2 5,2 3,7 2,7 1,9
Auswertung:

k., /k 0,72 0,72 0,71 0,73 0,70

Vermutung: k(t) = 10 Elg.o,nt

4k (mg/)
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Andert sich ein Bestand so, dass er sich in gleichen Zeiteinheiten stets um den gleichen
Faktor vergroBert bzw. verkleinert, dann spricht man von exponentiellem Wachstum.

Der Bestand b in Abhingigkeit von der Zeit t ist dann gegeben durch

b(t) = bya'

Dabei ist by der Bestand zur Zeit t = 0 und b(t) der Bestand zur Zeit t.

a heillt Wachstumsfaktor.

Ist a> 1, dann nimmt der Bestand zu, ist 0 <a < 1, dann nimmt der Bestand ab (Zerfall).

b ‘aH-l -b ‘at
Der relative Zuwachs pro gewihlter Zeiteinheit ist dann gegeben durch % =a—1
a— O‘a

und wird meist in Prozent angegeben.

Exponentielles Wachstum bzw. exponentieller Zerfall ldsst sich auch mit der natiirlichen Ex-
ponentialfunktion beschreiben

b(t) = bya'[°1In

Inby+t-Ina . )
0 — bo.elnat — bo'ekt

Inb(t) = ln(bo-atj = Inby+1Ina' = Inby+tlna = b(t) =e

mit k = Ina.

Das exponentielles Wachstum bzw. der exponentielle Zerfall eines Bestandes b lésst sich
durch Funktionen der Form

b(t) = bye"!

beschreiben.

Dabei ist k = Ina mit dem Wachstumsfaktor a und hei3t Wachstumskonstante.



Bemerkung:

Die momentane Wachstumsrate bzw. Zerfallsrate ist dann gegeben durch

b'(t) = k-bye" = k-b(t)

d.h. sie ist proportional zum momentanen Bestand.




7.2 Verdoppelungs- und Halbwertszeit

Ist k>0, dann nimmt der Bestand zu - positives Wachstum.

Es gibt dann eine Zeit t,, nach der sich der Bestand jeweils verdoppelt d.h.

k'tD

k-
2by=bye P & e D=2

und damit

tp = —— | Verdoppelungszeit bei positvem exponentiellen Wachstum

Ist k <0, dann nimmt der Bestand ab - und - negatives Wachstum.

Es gibt dann eine Zeit ty, nach der sich der Bestand jeweils halbiert d.h.

1. ‘ k-tp ktp 1
2b0 = bye e e " =3
und damit
tg = — 111?2 Halbwertszeit bei negativem exponentiellen Wachstum
Bemekung:

Mit der Verdoppelungszeit tp bzw. der Halbwertszeit ty lassen sich positives bzw. negatives
exponentielles Wachstum auch mit den Gleichungen

t

L
b(®) = by2® |bzw. [b(t) = bo-(%Jth

beschreiben.



Aufgabe in der Handreichung

Das ungebremste Wachstum von Bakterien ldsst sich durch A(t) = Ao-e7"t beschreiben, wo-

bei t die Zeit, A(t) die von der Bakterienkultur zum Zeitpunkt t iiberdeckte Fliche und A, die

iberdeckte Fliche zum Zeitpunkt t = 0 ist.

A ist eine fiir die jeweilige Bakterienart typische Konstante mit der Einheit é (d Tag)

t in Tagen

2

3

5

7

8

A in cm?

0,70

0,81

1,18

1,64

1,95

Fiir eine Bakterienkultur wird die folgende Messreihe aufgenommen:

a) Begriinden Sie, dass sich gemifl dem Zusammenhang A(t) = Ao-e7”'t eine Gerade ergibt

wenn man in einem Koordinatensystem mit linearer Achsenskalierung In A gegen t auf-

tragt.

Zeichnen Sie nun die Wertepaare (t | lnA) aus der gegebenen Messreihe in ein derartiges

Koordinatensystem und tragen Sie eine mogliche Niherungsgerade ein.

Erlautern Sie, wie sich A und A aus dem Diagramm ermitteln lassen und bestimmen Sie

deren Werte.

-

ur Kontrolle : A = 0,17 =

b) Weisen Sie nach, dass grundsétzlich fiir die Verdoppelungszeit T der Bakterienkultur

In2

T = o gilt und berechnen Sie T.

Losung

a) InA = InA,+ A-t Gleichung einer Geraden mit der Steigung A und dem y-Abschnitt InA,

1
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A A
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InA = 0,17-t+0,7
A ist die Steigung der Geraden und InA, = -0,7 = A, = e 07 = 0,5

b)2:A; = Ape*T o =2 = T= %

T=4

7.3 Extremwertaufgaben

Bespiel 1:

Welche zwei Zahlen mit der Summe 10 haben das
a) kleinste b) grofite

Produkt?

Hauptbedingung: P(x;y) = x-y

Nebenbedingung: x+y =10 = y=10-x

Zielfunktion: f(x) = x-(10—x)
Extremstellen: f'x)=10-2x =0 & x=5 = y=35
f"x) = -=2<0

a) x = y = 5 ergibt den groBten Produktwert.

b) Der Produktwert kann beliebig klein werden.



Bespiel 2:

Der Flache zwischem Graphen der Funktion

frx - de™
und der x-Achse wird ein Rechteck mit moglichst grofem Inhalt einbeschrieben.

Wie grof3 ist der Fldchenhalt dieses Rechtecks?

1y

Hauptbedingung: A(x;y) = 2x-ymitx,y>0

—x2

Nebenbedingung: y = 4-e

Zielfunktion: o(x) = 2x-4e* = 8xe X
Extremstellen: g'(x) = 8. + 8X-e_x2-(—2x) =0 o 8-16x>=0

o x= _W y W

2 2

Montonie:

—o<xX< — L l<x<— 1 —o<X< — 1
2 2 2 2

') - " -

Der maximale Flacheninhalt ist gleich 4-1/%.

Beispiel 3:
Einer Kugel mit dem Radius R wird ein Zylinder mit moglichst groBem Inhalt einbeschieben.

Bestimme das Volumen dieses Zylinders!



Hauptbedingung: V(r; h) = mr’h mit x, y>0
Nebenbedingung: h—2 +r’=R*> = P =R>- h—2 41
gung. 4 4 R 7 |n
s
/7 r |
2 h? 2 h’
Zielfunktion: f(h) = m|R°— T ‘h = TR -h—n-z
Extremstellen: f'x) = TR - %n-2h2 =0 © h= 2R = r= R
V3 V3

Wegen k(0) = k(2r) = 0 liegt ein Maximum vor.

3

Es ergibt sich ein maximales Volumen von V,,, = LV_E-R .
313

Beispiel 4 :
Von einer Kaffeesorte werden bei einem Preis von 20 € fiir 1 kg im Monat 10000 kg verkauft.

Eine Marktforschungstudie hat ergeben, dass eine Preissenkung von 0,20 € je kg jeweils zu
einer Absatzsteigerung von 1000 kg im Monat fithren wiirde.

Bei welchem Verkaufspreis wére der Gewinn maximal, wenn fiir 1 kg Kaffee der Selbstkos-
tenpreis 14 € betrigt?
Zielfunktion: g(x) = (10000 +1000-x)-(20—0,2-x — 14) = (10000 + 100-x)-(6 — 0,2-x)
Extremstellen: g'(x) = 1000-(6 —0,2-x) + (10000 + 1000-x)-(-0,2) = 0

& —400x+4000 =0 < x =10
Wegen g"(x) = —400<0

ist der Gewinn maximal, wenn man den Preis pro kg um 2 € erniedrigt.

Das Losen von Extremwertaufgaben erfolgt nach dem Schema
Hauptbedingung: Berechnungsterm fiir zu optomierende Grof3e
Nebendingungen: Riickfiihrung des Problems auf eine Variable

Zielfunktion: Aufstellen der Funktion, deren Extrema gesucht sind

Extrema: Bestimmung der Extrem nach Art und Lage



Aufgabe in der Handreichung

Von den im I. Quadranten liegenden Punkten der Normalparabel mit der Gleichung y = x

2

soll derjenige Punkt E berechnet werden, fiir den die Entfernung zum Punkt P(O | 4,5) mini-

mal wird.

a) Bestimmen Sie einen Term fiir die Entfernung eines Punktes (x | XZJ) von P und zeigen

Sie, dass diese Entfernung genau dann minimal wird, wenn die Funktion r mit

1(x) = x*—8x2+4,5% mit x € R ein Minimum annimmt.

b) Berechnen Sie mithilfe der Funktion r die Koordinaten von E.

{Zur Kontrolle: E(Z | 4)}

c) Weisen Sie durch Rechnung nach, dass die Gerade PE ein Lot zur Normalparabel im Punkt

E ist.
a) Der Abstand wird maximal, wenn sein Quadrat maximal wird.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt fiir diesen Abstand

r(x) = X2+ (x2—4,5) = x*—8x2+4,5

Drx) =4x’-16x =0 & x=-2vx=0vx=2

Vorzeichenbetrachtung

X —co<Xx< —2 —-2<x<0 O0<x<?2

2<X<oo

r'(x) - + —

Fiir E(Z | 4) wird der Abstand miniml.

NormaleinEy = —i-(x—2)+4 = —ix+4,5

P liegt als auf der Normalen.




Aufgabe in der Handreichung

Hauptbedingung: O = 2nr’+2nrh
Nebenbedingung: nrth = Vo

\" \"
Zielfunktion: f(r) = 21 + 27T 0 - 21 +2- TO

mr?

v, /v,
Extremstellen: f'r) =4nr-2-— =0 = r= —
r2 27

Eine Vorzeichenbetrachtung der Ableitung ergibt, dass einen Minimumm vorliegt.

Fiir den gegebenen Zahlewert ergibt sich r = 5,7 cm und

Aufgabe in der Handreichung

Aus rechteckigen Kunststoffplatten von 1 Meter Breite } y
und 2 Meter Hohe wurden Stiicke abgeschnitten, wobei 1,75 f,!'f
die Schnittkurve Teil einer Parabel mit der Gleichung /

y = 1,5x>+0,5 ist.

Aus der Restplatte werden Rechtecke - wie in der Skiz-
ze dargestellt - ausgeschnitten. Je eine Seite des Recht-
ecks sollauf dem unteren bzw. auf dem rechten Rand 0,75
der Platte zuliegen kommen, eine Ecke des Rechtecks
soll auf derSchnitt kurve liegen.

—

a) Zeigen Sie, dass fiir den Inhalt eines solchen Recht- 02 0l 02 04 06 08
ecks gilt: -0,25 X




AKX) = 0,5(=3x> +3x>—x+1), wobei 0 < x <1 ist

b) Weisen Sie nach, dass es genau eine Stelle x,, gibt, an der die 1. Ableitung von A gleich
Null wird. Begriinden Sie weiter, dass A an der Stelle x,, nicht extremal wird.

c¢) Dennoch gibt es ein Rechteck mit maximalem Fldcheninhalt. Welche Seitenldngen hat es?

Losung

a) Ax) = (1-x)-(1,5x240,5) = 0,5(=3x° +3x>—x+1)

b) A'X) = 0,5(—9x2+6x>—1) = —0,53x-1)’ =0 < x = %
Da A streng monoton fallend ist, liegt kein Extremum vor.

¢) Fiir x = 1 erhilt man das Rechteck mit dem gréBten Flicheninhalt.
Es ist Im Ing und 0,5 m breit.

Zusitzliche Aufgaben

Welche gerade quadratische Pyramide mit gegeben Seitenkante Seitenkante s hat den grofiten
Rauminhalt?

Einer Halbkugel mit dem Radius R wird ein gerades quadratisches Prisma einbeschrieben.
Fiir welche Abmessungen hat dieses Prisma den groflen Rauminhalt?

Einer Halbkugel mit dem Radius R wird ein Zylinder einbeschrieben.
Fiir welche Abmessungen hat dieser Zylinder den grolen Rauminhalt?




