4. Weitere Ableitungregeln

4.1 Die Ableitung der Sinus-und Kosinusfunktion

Die Sinusfunktion sin : X — sinx ist in ganz R differenzierbar und es gilt

(sinx)' = cosx
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Die Kosinusfunktion cos : x — cosx ist in ganz Rdifferenzierbar und es gilt

(cosx)' = —sinx
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4.2 Die Umkehrung einer Funktion
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Eine Funktion

f:x—>y=1x)

mit der Definitionsmenge Dy und der Wertemenge W heillt umkehrbar,
wenn es jedem y € W genau ein x € Dy mit f(x) = y zuordnen lésst.
Die Zuordnung

f_lzy —)f_l(y)zx

hei3t die die umgekehrte Zuordnung von f. Dabei gilt Df_1 = W;und Wf_1 = Dy.

Bezeichnet man die unabhingige Variable y der Umkehrfunktion mit x und die abhingige
Variable x mit y, dann erhélt man die Umkehrfunktion

f_lzy %f_l(y):x
von f.

Den Graphen der Umkehrfunktion von f~ ! erhilt man dann aus dem Graphen von f durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten.

Die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion
_ 1
y=1&

erhilt durch Auflosen der Funktionsgleichung von f nach x und anschlieBendem Variablen-
tausch.



Beispiel:

Die Quadratfunktion f: x >y = f(x) = x2 ist fiir x > 0 unkehrbar. Es gilt

y=x2 = V=1y = x=1y

Vertauscht man die Variablen, dann ergibt sichy = l/; und damit f~ 1(x) = l/;

Ist eine Funktion f streng monoton, dann ist sie auch umkehrbar.

Ist eine Funtion auf f im auf einem Intervall stetig und im Inneren des Intervalls differen-
zierbar und gilt

f'(x)>0bzw. f'(x)<0

fiir alle x im Innern des Intervalls x € I, dann ist f in I umkehrbar.

Bemerkung:

Die Einschriankung einer Funktion f auf einen ihrer Montononiebereiche ist daher umkehrbar.

Beispiele :

X

af:x— 1 mit D = D ist umkehrbar.

max
X —

b)f:x —x>=2x—1mitD = [1 ; oo[ ist umkehrbar.
c)f:x—>x3—3xmitD =R

in den Montoniebereichen gegeben durch —co<x <1bzw. —1 <x<1und 1 £x<ooje-
weils umkehrbar.



Aufgabe aus der Handreichung

Gegeben ist die Funktion f : x — ]/6 —x in ihrem maximalen Definitionsbereich Dy.

a) Geben Sie Dy an und begriinden Sie, dass f umkehrbar ist.

b) Geben Sie den Definitions- und Wertebereich der Umkehrfunktionf -1 an, und bestimmen
Sie den Term der Umkehrfunktion.

Zeichnen Sie die Graphen von f und f ~inein gemeinsames Koordinatensystem.

¢) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes, in dem sich die beiden Graphen schneiden

sowie den Inhalt des",,herzformigen" Flachenstiicks, das von den Graphen von f und f -1
sowieden Koordinatenachsen im I. Quadranten eingeschlossen wird.

Losung

a)Dj = ]—o0; 6] und f'(x) = ——=+(-1) = —

N S
2-/6—x 2-//6-x

dass f streng monoton fallend ist, da die Definitionsmenge ein Intervall ist.

<0 zeigt,

b)D ;= Wi = [0;eo[und W _, = Dy = ]—eo; 6].

y=1/6-x = x =6-y*unddamitistf(x) = 6-x%
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¢) Die Graphen schneiden sich auf der Winkelbierenden des 1. und 3. Quadranten.

6-x>=x < x=2v x=—3und damit ergibt sich S(Z | 2) als Schniitpunkt.



y 28 8 |
fxzdx: x| = 3 und damitist A = 28~ 3)+4 = 113
0

Aufgabe aus der Handreichung
Begriinden Sie, dass f: x — (x — 1)-Inx im Intervall ]0; 1] umkehrbar ist.
Geben Sie die Definitions- und Wertemenge der zugehorigen Umkehrfunktion g an.

Uberlegen Sie anhand einer Skizze, welcher Grenzwert sich fiir die Ableitung von g fiir
x — 0+0 ergibt

Losung

£(x) = l-lnx+(x—1)-% - 1nx+l—%<0fiir0<x<1

fist also in ]0; 1] streng monoton fallend und daher umkehrbar.

Es gilt lim f(x) = oo und f(1) = 0 und daher W; = [0; co].

x — 0+0

Damit Dg = [0; oo[ und Wg = ]0; 1].

Esist lim f'(x) = 0—0und daher lim g'(x) = —oo

x—1-0 x — 0+0



N\

™

N

™.

T

\‘_“—

gt 02 03 04 05 06 07 08 09 1|

[ A A




4.4 Die Verkettung von Funktionen

Liegt die Wertemenge W, einer Funktion v : X — v(x)

in der Definitionsmenge D, einer Funktion u : x — u(x),

dann ist der Ausdruck u(v(x)) sinnvoll.

Man nennt man die Funktion
f:x— u(v(x)) die Verkettung von u und v und schreibt f = u ° v.

v heilit innere und duflere Funktion der Verkettung.

Beispiele:
a) Fiir die Funktion v : x — x>+1lundu:x— ]/; istf(x)= (u°v)(x) = u(v(x)) = |/ x2+1

b) Die Funktion f : x — sin(x> + 1) entsteht durch Verkettung der Funktion

(X)u:x—)sinxundv:x—)x2+l

aber auch

B)u:x—>sin(x+1)undv:x—>x2

aber auch

'Y)u:xﬁsinx,w:x+x+1undv:xﬁx2




4.5 Die Ableitung verketteter Funktionen - die Kettenregel

Istf = u ° v die Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen u und v,
dann ist auch f differenzierbar und er gilt f '(x) = (u °v)'(x) = u'(v(x))-v'(x)

Die Bildung des Faktors v'(x) nennt man Nachdifferenzieren.

Beispiele :

a) f(x) = sin’x
ist die Verkniipfung der Funktionen u und v mit u(x) = x% und v(X) = sinx.
Esistu'(x) = 2x und v'(X) = cosx.
Alsoist f'(x) = u'(v(x)) - V'(X) = 2sinx-cosX.

b) f(x) = sin(x2 + 1) ist die Verkniipfung der Funktionen u und v mit u(x) = sinx und

v(x) = X2+ 1.

Esist u'(x) = cosx und v'(xX) = 2x.

Also ist f'(x) = u'(v(x)) V(x) = cos(x>+1)-2x = 2x- cos(x>+ 1).

_ oL
¢) f(x) = sm[x)j

ist die Verkniipfung der Funktionen u und v mit u(x) = sinx und v(x) = l.

P

Esistu'(x) = cosx und v'(x) = —

><N|,_;

. ' — ' v — l _i — _i l
Alsmstf(x)-u(v(x)) v(x)—cosx( X2)— 2 cos -

d) f(x) = ——

sinx



ist die Verkniipfung der Funktionen u und v mit u(x) = % und v(X) = sinx.

Esistu'(x) = — iz und v'(X) = sinx.
X

Alsoist f'(x) = u'(v(x)) V(X)) = — - COSX.

sin®x

Aufgabe in der Handreichung

Die Tagesldnge (Zeitdauer zwischen Sonnenaufgang und Sonnenuntergang) an einem festen
Ort verdndert sich im Lauf eines Jahres.

Die Graphik zeigt diese Verdnderung fiirMiinchen.
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Die Tagesldange T(x) in Stunden am x-ten Tag des Jahres in Miinchen kann in guterNdherung

x—172
365

durch eine trigonometrischeFunktion der Form T(x) = a-cos| 27 + ¢ mit a>0) und

¢ >0 modelliert werden.

a) Weisen Sie durch Rechnung nach, dass die Funktion T die Periode 365 hat und dass unab-
hingig von a und c bei x = 172 ein Maximum vorliegt.

b) Entnehmen Sie dem Graphen Nidherungswerte fiir die Parameter a und c.

¢) Geben Sie einen Grund dafiir an, dass eine entsprechende Modellierung der Tagesldnge am
Nordpol nicht mit einer Kosinusfunktion moglich ist.

_ x+k-365—-172 o x—=172
a) T(x+k-365) = a-cos|2m 365 +c = a-cos|2n 365

+k2n|+c = T(x)



Tx) = —asin 20 =7 o= 1065 = 365 2

= x = 172 als einzig sinnvolle Losung fiir ein Maximum.

b) T




4.6 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten
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Die Funktionen der Form

b
f:x >x9 = [/x’mitD = R{bzw.D = R mitp e Z und q € N heiBen
Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten.

Sie sind in IR bzw. R differenzierbar und es ist

P P,
f(x) =x9 = f'()()z‘:—;-xcl

Speziell gilt :




