1. Graphen gebrochen rationaler Funktionen

1.1 Verhalten in der Umgebung der Definitionsliicken

...y 9, 41, 4y € R reelle Zahlen und a, # 0, dann heiflt der Term

p(x) = ayx"+a X"+ +ayx +arx+ag

reelles Polynom in der Variablen x vom Grad n. Man schreibt deg[p(x)} = n.

Beispiel:

3

p(x) = x”—x+2 ist ein Polynom vom Grad 3 mitay = 1,a, = 0,a; = —1und a; = 2.

Ein Zahl x € R heilt Nullstelle des Polynoms p(x), wenn p(xy) = 0 ist.
Beispiel:
Xo = — 1 ist Nullstelle des Polynoms p(x) = X —x2+2,

dennp(—1) = (=1’ =(=1)*+2= -1-1+2=0

Lisst sich der Funktionsterm f(x) einer Funktion f in vereinfachter Form als

_ pX®)
f(x) q(x)

mit zwei Polynomen p(x) und q(x) mit deg[q(x)} > 1 darstellen, dann heif3t f eine gebrochen

rationale Funktion mit dem Zdahlerpolynom p(x) und dem Nennerpolynom q(x).

Ist deg[p(x)} < deg[q(x)}, dann heift f eine echt gebrochen rationale Funktion.

Ist deg[p(x)} > deg[q(x)}, dann heif}t f eine unecht gebrochen rationale Funktion.



Beispiele:

af:x— 5
x“+1

mit der maximalen Definitionsmenge D,

2
bf:x—

x2+1

mit der maximalen Definitionsmenge D,
tion.

= IR ist eine echt gebrochen rationale Funktion.

= IR ist eine unecht gebrochen rationale Funk-

Bemerkungen:

a) Die maximale Definitionsmenge einer gebrochen rationalen Funktion besteht aus allen
reellen Zahlen mit Ausnahme der Nullstellen des Nennerpolynoms.

Man nennt die Nullstellen des Nennerpolynoms deshalb auch Definitionsliicken der ge-

brochen rationalen Funktion.

= RR.

Beispiele:

a)f:x— 2 hat die maximale Definitionsmenge D,

b)yf:x — _ hat die maximale Definitionsmenge D,,,, = R\{ - % }.
of:x— 2 hat die maximale Definitionsmenge D,,, = R\{ —1; 1}.
df: x> 1 1

x2-2x  x(x=2)

hat die maximale Definitionsmenge D ,, = IR\{0; 2}.

b) Die Summe aus einer ganzrationalen Funktion und einer echt gebrochen rationalen Funk-
tion ist eine unecht gebrochen rationale Funktion.

Beispiel:

I _xx=2+1 _ =2x+1 _ (x-1)

f(x) = x + = =

x—=2 x=2 x=2 x—2




Werden die Funktionswerte einer Funktion f bei rechts- bzw. linksseitiger Anndherung an
eine Definitionsliicke x, beliebig gro3 bzw. beliebig klein, dann schreibt man

lim f(x) = cobzw. lim f(X) = —oo
X — Xy +0 X — Xo+0
sowie

lim f(x) = cobzw. lim f(X) = —oo.
x — xp=0 X — x=0

und bezeichnet x, als Polstelle von f.

Die Gerade x = x, heit dann senkrechte Asymptote des Graphen von f.

Bemerkungen:
a) Gilt
lim f(x) = cund lim f(x) = —ccbzw. lim f(x) = —cocund Ilim f(x) = o
X — Xy+0 x = xy=0 X — Xy+0 x = xy=0

dann heiB3t X, eine Polstelle ungerader Ordnung.
An einer Polstelle ungerader Ordnung wechselt die Funktion f ihr Vorzeichen.

Beispiel:

Die Funktion f: x — 2—1X mit D = R\{0}

hat an der Definitionsliicke x, = O einen Pol ungerader Ordnung

Die y-Achse mit der Gleichung x = 0 ist eine senkrechte Asymptote des Graphen von f.



b) Gilt

lim f(x) = ccund lim f(X) = obzw. lim f(X) = —ccund lim f(X) = —o0
X — Xy+0 x = xy=0 X — Xy+0 x = xy=0

dann heift x, eine Polstelle gerader Ordnung.

An einer Polstelle ungerader Ordnung findet kein Vorzeichenwechsel von f statt.

Beispiel:

Die Funktion f: x — l

SR mit D = R\{1}

hat an der Definitionsliicke x, = 1 einen Pol gerader Ordnung

“y

o]
e
| "]

Die Gerade mit der Gleichung x = 1 ist eine senkrechte Asymptote des Graphen von f.

c¢) Eine Definitionsliicke ist nicht zwangsldufig eine Polstelle.

2_
Beispiel: f: x — XT=2x
x—=2
x> —2x o x(x=2) x

Esistf: x — = =
x2—4 xX+2)(x-2) x+2

Also lim f(x) = lim f(x) =

X — 240 X —2-0

IS
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Man schreibt zusammenfassend lim f(x) = % und sagt, dass f an der Stelle x, = 2 den
X—2

Grenzwert 2 besitzt.
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Definitionsliicken gebrochen rationaler Funktionen

Ist eine Definitionsliicke X, einer Funktion f eine Nullstelle des Nennerpolynoms unge-
rader bzw. gerader Ordnung im gekiirzten Funktionsterm von f,

dann hat f bei x, einen Pol ungerader bzw. ungerader Ordnung.

Andernfalls besitzt die Funktion f bei Xy einen endlichen Grenzwert.




1.2 Verhalten im Unendlichen

Nihern sich die Funktionswerte einer gebrochen rationalen Funktion fiir x — oo bzw.

X — —oo immer mehr einer Zahl a an, dann schreibt man

lim f(x) = a
X — —oo0

lim f(x) = a|bzw.

X —>

und bezeichnet a als Grenzwert von fiir x im Unendlichen.

Die Gerade y = a nennt man dann ein horizontale Asymotote des Graphen von f.

Werden die Funktionswerte von f beliebig klein bzw. beliebig grol3, dann schreibt man

lim f(x) = oo |bzw.| lim f(x) = —oo |sowie| lim f(x) = co|bzw.| lim f(X) = —oo
X —> > X —> X — —oo X — —o©
Fallunterscheidung:
1. deg[p(x)} < deg[q(x)}
Beispiel: f(x) = 22 X
x“+1
. . . 2x .
lim 5 = lim T = Ound lim 5 = lim T = 0
X o X°+1 x> X+ Xx— -0 X°+1 X0 X+

Die x-Achse mit der Gleichung y = 0 ist horizontale Asymptote des Graphen von f.



. deg[p(x)} = deg[q(x)}

2
Beispiel: f: x — gx
x“+1
2 2
lim = lim —2¢ =2und lim 2 = lim > =2
X > oo X +1 X%ool"'_ X — —0 X +1 X — —oo 1+_2

X2 X

Die Gerade mit der Gleichung y = 2 ist horizontale Asymptote des Graphen von f.

. Die gebrochen rationale Funktion lédsst sich als Summe einer linearen Funktion und einer

echt gebrochen rationalen Funktion darstellen.

Beispiel :
1 1
f:x—>fx)=zx+1+-—
2 X
. . 1 1 . 1 1
Dann gilt zwar lim §x+1+— = cound lim §x+1+— = —oo, aber wegen
X — oo X X — —oo X

lim L Ound lim 1. 0 néhert sich der Graph im Unendlichen der Geraden
X —> o X X — - X

y = %x+1an



Man nennt die Gerade y = %x + 1 eine schiefe Asymptote des Graphen.




1.3 Kurvendiskussion rationaler Funktionen I

Beispiel:

af:x—
x>—1

1. Definitionsmenge

XX-1=0 & +DE-D=0 & x=-1vx=1
und damit D = R\{ - 1; 1}
2. Symmetrie
f(=x) = ——— = —5"— = —f(x)
(=x)"+1 x“+1

Der Graph G von f ist also punktsymmetrisch zum Ursprung O(O | O) des Koordinatensys-

tems.

3. Verhalten an den Grenzen des Definitionsbereichs

lim f(x) = lim 2X = —o,da lim x =1lund lim (x2—1)=0—0
x—1-0 x—1-0 X" —1 x = 1-0 x—1-0

lim f(x) = lim 2X =oo,da lim x = lund lim (xz—l):O+O
x = 140 x—1+0 X" —1 X — 140 x = 140

lim f(x) = lim —— = lim —— =0+0

X — o x> X —1 X0 X

X

Wegen der Punktsymmetrie gilt

lim f(x) = lim 5 = —o0
x = —1-0 x—>-1-0 X" —1
lim fx) = lim —— =
X = =140 x—-1+0 X" —1
Iim f(x) = lim 5 0-0
X — —oo X — oo X - 1
Senkrechte Asymptoten: x = —lundx = 1

Waagrechte Asymptote: y = 0



4. Nullstellen

f(x) =0 &

x>-1
5. Vorzeichen
—co<x< —1 —1<x<0 O<x<1 ] <x<oo
X - - + +
x2—1 + - - +
fx) _ ; - .
6. Graph
P
AN
\___________%
—t] 2 0 2 4
N
Aufgabe in der Handreichung
Das Bild zeigt den Graphen der Funktion ' ' ' S:V
2x—4 _ | A
Das Bild lédsst vermuten, dass Gy symmetrisch - N .

zum Schnittpunkt seiner Asymptoten ist.

L3

&

Zum Nachweis wird die Funktion g betrachtet, deren Graph G, aus Gy durch eine Verschie-

bung um 2 Einheiten in Richtung der negativen x-Achse und um 1 Einheit in Richtung der
negativen y-Achse hervorgeht.

Bestimmen Sie einen Term fiir g und weisen Sie mithilfe von Symmetriebetrachtungen fiir G,
nach, dass G; symmetrisch zum Schnittpunkt seiner Asymptoten.



Losung

2-(x+2)-2 1= 2x+2 _1
2-(x+2)—4 2x 2x X

_ 2x+2)—-2x _ 1

g(x) =

_ 1 _ 1 _
g(—x) = T T g(x)

d.h. der Graph von g ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.

Die Asymptoten des Graphen von f haben die Gleichungen x = 2undy = 1
Der Schnittpunkt der Asymptoten von f ist also S(Z | 1) und wird durch die Verschiebung auf

den Koordinatenursprung abgebildet. Also ist der Graph von f zu S punktsymmetrisch.




